HOJDPUNKTEN 2026
Gymnasietavling den 20 mars 2026

Losningsforslag

Problem 1. En virrig tidsresare har hamnat i ar 1 e.Kr. med endast en trasig tidsmaskin
till hands. Tidsmaskinen har bara tre knappar som fungerar, och de gor foljande:

e (+1) — Hoppa ett ar framat.
e (—1) — Hoppa ett ar bakat.
e (x3) — Tredubbla artalet.

Tidsmaskinen har energi kvar for tio knapptryck, men inte fler &n sa. Beskriv hur
tidsresaren kan komma tillbaka till &r 2026 ¢.Kr. (Endast svar krdvs)

Lésningsforslag. Losning

(x3) -> 3 e.Kr
(x3) > 9 e.Kr
(-1) -> 8 e.Kr
(x3) —> 24 e.Kr
(+1) -> 25 e.Kr
(x3) -> 75 e.Kr
(x3) -> 225 e.Kr
(x3) -> 675 e.Kr
(x3) -> 2025 e.Kr
(+1) -> 2026 e.Kr

Alternativt: For att komma fran 9 till 25 kan man ocksa trycka x3-1-1. O

Problem 2. John har tva olika grasklippare vid namn Alfons och Bosse som drar 8%
respektive 6% bensin. For att jamfora de tva anvinde han forst Alfons for att klippa ena
halvan av grasmattan, och sen Bosse for att klippa andra halvan. Detta tog sammanlagt
15 minuter och férbrukade 1.7 dL bensin. Vilken grésklippare férbrukade minst brénsle?

Lésningsforslag. Lat x vara tiden (i minuter) som A anvéndes. Da &r 15 — x den totala
tiden som B anvéndes. Om vi rdknar pa hur mycket bensin som de da maste ha dragit
far vi att

AL 6-4L
rmin - —4m 4 (15 — z) min - —27 = 1.7dL
Gomzn mzn
tim tim
x s +(15—2)- — =17
60 60

8r+ (15 —x)-6=60-1.7
x-(8-6)=60-1.7—15-6
x=(60-1.7—15-6)/2
= (102 —90)/2
=6
Dérfor anvinde grasklippare A totalt 6 - 8/60 = 0.8 dL bensin och B anvénda totalt 0.9

dL bensin. Eftersom de bada klippte lika mycket gras ar grasklippare A mer energisnal.
O



Problem 3. En mataffar har ett erbjudande: K6p minst fyra frukter och fa den billigaste
gratis. Den forsta kunden koper tre apelsiner och en banan. Den andra kdper tre apelsiner
och tva citroner. Den tredje kdper tva bananer och tva citroner. Det visade sig att alla
dessa tre kunder fick betala exakt 35 kr for sina frukter. Hitta styckpriset for varje frukt.

Losningsforslag. Lat a,b och ¢ beteckna styckpriserna for apelsiner, bananer respektive
citroner. Om ¢ > b sa hade kund 2 betalat mer &n kund 1 vilket de inte gér, alltsa maste
b > c. Om a > b sa hade kund 2 betalat mer dn kund 3, alltsd maste b > a. Vi drar
dérmed slutsatsen att bananerna dyrast av de tre frukterna. Kvar aterstar att avgora
huruvida a eller ¢ &ar storst. Kund 1 och 3 betalar 2a + b respektive b+ 2¢ {or sina frukter.
Om ¢ > a sa blir

35=2a+b<2c+b<b+2c=35

vilket inte &r mojligt, alltsa &r a > ¢. Nu har vi listat ut prisordningen av frukterna, sa
vi vet alltsa hur manga frukter av varje sort varje kund behoéver betala for. Detta ger
ekvationssystemet

2a+b=35 (1)
3a+c=35 (2)
2b+c=35 (3)

Fran (1) och (2) far vi att b = 35 — 2a och ¢ = 35 — 3a. Vi substituerar in detta i (3)
och far

2(35 — 2a) + (35 — 3a) = 35
<~ 105 —Ta =35
105 — 35
Q= — =

10.
7

Alltsa &r b =35 — 20 = 15 och ¢ = 35 — 30 = 5.
Svar: Apelsinerna kostar 10 kr, bananerna kostar 15 kr och citronerna kostar 5 kr.
O

Problem 4. Styrbjérn gar runt i ett n x m rutnat, dar n > 2 och m > 2 &r heltal. Han
borjar i ett av hornen, och gar dérefter varje minut till en ruta som ligger intill (det vill
séiga delar en sida) men den ruta han befinner sig i just nu. Styrbjorn &r lite rastlos av
sig, och vill darfor aldrig bestka samma ruta tva ganger. Dessutom vill han aldrig ga
tva steg i rad i samma riktning. For vilka vérden pa n och m kan Styrbjorn bestka alla
n - m rutor?

Losningsforslag. Han kan bestka alla rutor om och endast om antingen n eller m ar lika
med 2. Om n eller m &r lika med 2 kan Styrbjorn passera alla rutor genom att sicksacka
genom rutnatet. Se bild:
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Anta nu att varken n eller m ar 2. Lat A vara hornet dir Styrbjorn borjar pa och lat
B, C, och D vara de andra hérnen. Observera att tva steg alltid tar Styrbjorn till en
ruta som &r ett diagonalt steg fran den han stod pa. Det finns bara en ruta som &r ett



diagonalt steg bort fran B, lat oss kalla den X. For att komma till B maste Styrbjorn
forst passera X (Eftersom m,n > 3 kan styrbjorn inte ga direkt fran A till B). Pa samma
sétt, om Bjorn ska ta tva steg fran B sa maste han ga tillbaka till X, vilket han inte far.
Alltsa maste han sluta i B eller draget efter. Samma sak maste gélla fé6r C och D, men
det dr omojligt for Bjorn kan bara sluta sin promenad en gang. Alltsa kan Styrbjorn inte
bescka alla rutor.

T
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O

Problem 5. Bilden visar en tvadimensionell modell av ett hus bestaende av sex lika
langa linjesegment. En kraftig vindpust har gjort att husets vaggar (AB och C'D) har
borjat luta (med en avvikelse mindre dn 30° fran sina ursprungliga riktningar). Bevisa
att vinkeln ZBEC' inte beror pa denna lutning, och bestdm vinkelns storlek.

E E

B C B C

Losningsforslag. Lat x = LZAEB, y = ZBEC och z = ZCED. Triangeln AADE &ar
liksidig, darmed ar
r+y+z=LAED =60°. (%)

Vi har ocksa att
r=/ABFE = /ABC — Z/ZEBC

z2=/(DCE=/DCB - /ZECB

Fran vinkelsumman i triangeln ABCEFE far vi sedan

y =180° — LZEBC — ZECB



darmed
T+z—y=/LABC+/DCB—180° =0 ()

dér vi anvénde att summan av nérliggande vinklar i en romb (JABCD) &r 180°. Sist
subtraherar vi (xx) fran (*) och far

2y = 60°,
det vill saga y = 30°. O

Problem 6. I det gamla slottet arbetar den kungliga glasméastaren med att skapa ett
nytt fonster till tronhallen. Hon maste placera tio lila glasrutor och sex gula glasrutor i
ett rutndt pa 4x4 rutor sa att inga tva rader och inga tva kolumner har samma antal
lila rutor. Pa hur manga sétt kan hon gora detta?

Lésningsférslag. Om nagon rad eller kolumn har noll rutor malade sa kan resterande
rutor ha som hogst 2 + 3 + 4 < 9 lila rutor. Alltsa maste varje rad och kolumn ha
minst en lila ruta. Vi ska sedan bevisa att malningen bestdms unikt av antalet lila
rutor i varje rad och kolumn. Pa sa satt reduceras fragan till att hitta hur manga satt
radantalen och kolumnantalen kan permuteras. Bade radantalen och kolumnantalen
kan véljas pa 4! = 24 satt, sa det totala antalet sétt att placera glasrutorna blir (enligt
multiplikationsprincipen) (4!)% = 576.

Lat Ry, Ro, R3, R4, Cq, Cy, C3, C4 beteckna raderna respektive kolumnerna som
ska ha 1,2,3 respektive 4 lila rutor. R4 och C; maste forst och framst fyllas med lila
rutor. Ry och C far da varsin fargad ruta, vilket betyder att resterande rutor i Ry och
C1 maste vara gula. I R3 och C3 tvingas saledes alla rutor som inte ar i C; eller Ry vara
lila. Kvar aterstar rutan i Co och Ry dér den sista gula rutan placeras. Nu har tio rutor
fargats lila och 6 fargats gula pa ett sétt som uppfyller alla villkor och processen har
visat att det ar entydigt.

Svar: (4!)? = 576 siitt. O

Problem 7. En kvadratisk matta ar ihopsydd av kvadratiska tygbitar varav héalften
ar stora och hélften &r sma. De stora tygbitarna ar 2 x 2 dm och de sma ar 1 x 1 dm.
Lapparna &r ihopsydda utan 6verlapp. Vad ar den minsta mdojliga storleken pa denna
matta?

Losningsforslag. Lat n vara antalet lappar av varje sort och s vara mattans sidlangd. Vi
far da att

om = 52,
alltsd ér s delbart pa 5. Forst kollar vi om s = 5 fungerar. Vi far da n = 52/5 = 5, men
om vi forsoker ldgga ut stora lappar 6ver en 5 x 5 dm matta sa mérker vi att varje lapp
maste ticka exakt en av rutorna i bilden.




Det finns bara fyra rutor, alltsa far vi plats med som 4 stora lappar vilket inte &ar
tillrackligt sa s = b gar inte.

Nasta tal att kontrollera ar s = 10, och vi ser att det fungerar. Dela upp ett 10 x 10-
rutnét i 25 stora rutor. Vilj fem av dessa rutor och dela upp de i fyra sma rutor. Detta
ger 20 rutor och 20 stora rutor, som onskat.

Svar: Mattan ar minst 1 x 1 kvadratmeter. O

Problem 8. Hitta alla losningar till ekvationssystemet

prq+r=s
p+2q+3r=>5t

dar p, q, r, s och t ar primtal.

Lésningsforslag. Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra sa far vi
q+2r =5t —s.

Bade s och t &r sjalvfallet storre d&n 2, och ddrmed udda, alltsa ar hogerledet
udda — udda = jamnt. Detta innebar att ¢ ar jamnt, det vill sdga g = 2.
I forsta ekvationen ser vi nu att p + r maste vara udda. Detta ger tva fall:

Fall 1 p =2 och r =udda: Den andra ekvationen blir
2444 3r =5t.

Men vénsterledet dr en multipel av 3, alltsa maste ¢ = 3, och darmed r = (15—4—2)/3 = 3.
Forsta ekvationen ger sedan s = 7. Med inséttning ser vi att detta loser ekvationssystemet.

Fall 2 p = udda och r = 2: Den andra ekvation blir nu
p+4+6=5t < p=>5t—10

Hogerledet &r nu en multipel av 5, ddrmed maste p = 5 och t = 3. Men om vi stoppar in
detta i forsta ekvationen far vi s =5+ 2+ 2 =9, vilket inte ar ett primtal.
Svar: Ekvationssystemet har endast en 16sning, ndmligen (p,q,r,s,t) = (2,2,3,7,3).

O

Problem 9. Betrakta n > 3 punkter i planet varav inga tre ligger pa en linje. V&lj en
av dessa och dra tva linjer fran den till tva andra punkter. Da bildas en vinkel (vi véljer
den mindre dn 180°). Vad blir resultatet om vi summerar alla méjliga sadana vinklar?

Losningsforslag. Givet tre punkter ser vi att vinklarna som bildas mellan dem &r vin-
klarna och summerar darmed till 180°. Alltsa far vi 180° ganger antalet sétt att vélja
tre punkter utav n vilket ger svaret (g) - 180°. O

Problem 10. Lat AABC vara en ratvinklig triangel med ZABC = 90° och |AB| < |BC|.
Lat D vara en punkt pa hypotenusan AC sadan att |[AB| = |BD|. Punkten T ligger pa
sidan BC och ar sadan att LATB = ZCTD. Visa att linjen genom D vinkelratt mot
BD delar strickan C'T' pa mitten.

Lésningsforslag. Lat D’ vara reflektionen av D o6ver BC. Vi har da att ZCTD' =
/CTD = /ATB, sa punkterna A, T och D’ ligger pa en linje.



Bendmn /BAD = /ADB = z, vilket vidare ger att

ZABD = 180° — 2z

/ZDBC =90° — ZABD = 2x — 90°
/D'BC = /DBC = 2z — 90°
ZABD' =90° + £D'BC = 2z

Eftersom |BD'| = |BD| = |AB| & AABD’ likbent, sa
/BAD' = /ZBD'A = 90° — %AABD' =90° — x.
P& grund av symmetri ar darfor Z/BDT = /BD'T = /BD’A, vilket ger oss att
/TDC = 180° — ZADB — /BDT = 180° — x — (90° — z) = 90°,

sa vinkel ZT'DC &r rit.
Lat M vara mittpunkten av C'T. Enligt Thales sats &r DM = TM, sa

LTDM = /DTM = /DTC = LATB = 90° — ZBAT = 90° — ZBAD' = z.
Som tidigare noterat &r /BDT = /BD'A = 90° — z, vilket ger att
/BDM = /BDT + /TDM = 90° — z + = = 90°,

vilket var det vi ville visa.
Det gar ocksa att visa och anvénda att:

e (ABTD) ar en cyklisk fyrhoérning.
e B ir centrum av cirkeln (ADD').
e (TDD’'C) éar en cyklisk fyrhorning och tangent till BD.
O

Problem 11. Hitta alla funktioner f, fran de reella talen till de reella talen, som

uppfyller att
fUf @)+ fy) +uf(f(@) = uf(f(@) +2f(x)

for alla reella tal  och y.
Lésningsforslag.
Sitt P(z,y):  f(f(2) + fy) +yf(f(2) = yf(f(2)) + zf(2).

Vi visar att den enda losningen ar f = 0.

Satt
a = f(0)
Ur P(z,0) far vi
f(f(z) +a) = zf(2). (1)
Ur P(0,0) far vi
f(2a) = 0. (2)

Sétt nu z = 2a i (1). Da fas

f(f(2a) + a) = 2a f(2a).



Med (2) blir detta
f(a) = 0. 3)
Ur P(0,y) far vi
fla+ f(y) +yf(£0)) = yf(£(0)).
Eftersom f(0) = a och f(a) = 0 enligt (3), foljer

fla+f(y) =0 VyeR. (4)
Vi ser nu att (1) och (3) har samma vénsterled, foljaktligen ar
zf(x)=0  VzeR.

Alltsa
fl)=0  VYz#0. ()
Det aterstar att bestdmma f(0). Av (5) har vi sarskilt f(1) = 0. Satt nu (z,y) = (1,1)
iP:
FUQ)+ Q)+ f(FQ) = FFQ) + f(1).
Eftersom f(1) = 0, blir detta

det vill saga
Tillsammans med (3) fas da

Alltsa ar dven f(0) = 0.
Av detta och (5) foljer
fl@)=0 VzreR

Alltsa dr den enda funktionen

‘f(a:):()fijr allaa:e]R.‘

O

Problem 12. Lat a vara ett positivt heltal. Lat a1, as, as, ..., vara den odndliga f6ljd
av positiva heltal som uppfyller att a1 = a och a,+1 = a, + sgd(a,,n) {or alla positiva
heltal n.

(a) Hitta alla mojliga virden pa a sa att a, < n + 2026 for alla positiva heltal n.

(b) For varje positivt heltal a, bevisa att det existerar en konstant C' sadan att a,, < Cn
for alla positiva heltal n.

[Den storsta gemensamma delaren, sgd(z,y), av tva heltal x och y dar det stérsta positiva
heltalet som delar bade x och y.]
Lésningsforslag. (a) Vi pastar att de enda mojliga vardena ar a = 1, 2.

Om a = 1, sa dr ag = 2 och ag = 4. Darefter giller for varje n > 3 att om a,, = n+1,
sa
ap+1 = ap + ged(an,n) = (n+1) +ged(n+ 1,n) =n+2.

Alltsa ar a,, = n + 1 for alla n > 3.



Om a = 2, sa ar as = 3, och samma induktion ger
ap,=n-+1 for alla n > 2.

I bada fallen géller darfor a,, < n + 2026 for alla n.

Antag nu att @ > 2. Da ar
az =a+ged(a,l)=a+1>4=2-2.

Vi visar med induktion att a, > 2n for alla n > 2. Antag att a,, > 2n.

Om a,, = 2n, sa
Ant1 = apn + ged(an,n) =2n+n=3n>2(n+1).
Om a,, > 2n, sa eftersom a,, ar ett heltal har vi a,, > 2n + 1, och alltsa
pt1 > ap+1>2n+2=2(n+1).
Alltsa géller a,, > 2n for alla n > 2. Satter vi n = 2027, far vi
ag027 > 4054 > 4053 = 2027 + 2026,
sa villkoret kan inte vara uppfyllt. Foljaktligen dr de enda méjliga véardena

1,2

)

Gp
b, = )
]
Vi visar att b,41 < b, for alla n > 2.
Satt k = b,,. Da kan vi skriva

Satt for n > 2

anp =k(n—1)—d
for nagot heltal d > 0. Da

Gpt1 = ap, + ged(an,n)
=k(n—1)—d+ged(k(n —1) —d,n)
=kn— (k+d)+ ged(k+d,n) < kn,

eftersom ged(k 4+ d,n) < k + d. Darfor

{%—‘ sk= {na—nl—‘ ’

sa (by,) ar icke-vixande. Alltsa

bngbgi[%—‘:agia+l.

For n > 2 far vi da
an <b,(n—1)<(a+1)(n-1) <(a+1)n.

Dessutom &ar a1 = a < a + 1. Alltsa fungerar

[O=ar1]



