HOJDPUNKTEN 2026
Oppen tavling den 20-21 mars 2026

Losningsforslag

Problem 1. En mataffiar har ett erbjudande: Koép minst fyra frukter och fa den billigaste
gratis. Den forsta kunden koper tre apelsiner och en banan. Den andra koper tre apelsiner
och tva citroner. Den tredje koper tva bananer och tva citroner. Det visade sig att alla
dessa tre kunder fick betala exakt 35 kr for sina frukter. Hitta styckpriset for varje frukt.

Losningsforslag. Lat a,b och ¢ beteckna styckpriserna for apelsiner, bananer respektive
citroner. Om ¢ > b sa hade kund 2 betalat mer dn kund 1 vilket de inte gor, alltsa maste
b > c. Om a > b sa hade kund 2 betalat mer &n kund 3, alltsa maste b > a. Vi drar
dérmed slutsatsen att bananerna dyrast av de tre frukterna. Kvar aterstar att avgora
huruvida a eller ¢ ar storst. Kund 1 och 3 betalar 2a + b respektive b+ 2¢ for sina frukter.
Om ¢ > a sa blir

35=2a+b<2c+b<b+2c=35

vilket inte &r mojligt, alltsa dr a > ¢. Nu har vi listat ut prisordningen av frukterna, sa
vi vet alltsa hur manga frukter av varje sort varje kund behover betala for. Detta ger
ekvationssystemet

2a+b=35 (1)
3a+c=35 (2)
2+c=35 (3)

Fran (1) och (2) far vi att b = 35 — 2a och ¢ = 35 — 3a. Vi substituerar in detta i (3)
och far

2(35 — 2a) + (35 — 3a) = 35
<= 105 —Ta = 35
105 - 35
Q= —- =

10.
7

Alltsa dr b =35 —20 =15 och ¢ =35 —30 = 5.
Svar: Apelsinerna kostar 10 kr, bananerna kostar 15 kr och citronerna kostar 5 kr.
O



Problem 2. Bilden visar en tvadimensionell modell av ett hus bestaende av sex lika
langa linjesegment. En kraftig vindpust har gjort att husets viiggar (AB och CD) har
borjat luta (med en avvikelse mindre &#n 30° fran sina ursprungliga riktningar). Bevisa
att vinkeln ZBEC' inte beror pa denna lutning, och bestdm vinkelns storlek.

E E

B C B c

Losningsforslag. Lat © = LZAEB, y = ZBEC och z = ZCED. Triangeln AADE &ar
liksidig, ddrmed &r
r+y+z=LAED =60°. (%)

Vi har ocksa att
r=/ABFE = /ABC — Z/ZEBC

z2=/(DCE=/DCB - /ZECB

Fran vinkelsumman i triangeln ABCEFE far vi sedan
y=180° - LEBC — ZECB

dérmed
T+z—y=/ABC+/DCB—180° =0 ()

dér vi anvénde att summan av nérliggande vinklar i en romb (JABCD) #r 180°. Sist
subtraherar vi (xx) fran (%) och far

2y = 60°,

det vill sdga y = 30°. O



Problem 3. Hitta alla l6sningar till ekvationssystemet

prqtr=s
p+2q+3r =5t

dar p, ¢, r, s och t ar primtal.
Losningsforslag. Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra sa far vi
q+2r =5t —s.

Bade s och t ér sjdlvfallet storre dn 2, och ddrmed udda, alltsa dr hogerledet udda —
udda = jamnt. Detta innebér att ¢ ar jamnt, det vill siga ¢ = 2.
I forsta ekvationen ser vi nu att p + r» maste vara udda. Detta ger tva fall:

Fall 1 p =2 och r =udda: Den andra ekvationen blir
2444 3r =5t.

Men viinsterledet &r en multipel av 3, alltsa maste ¢ = 3, och ddrmed r = (15—4—2)/3 = 3.
Forsta ekvationen ger sedan s = 7. Med inséttning ser vi att detta loser ekvationssystemet.

Fall 2 p = udda och r = 2: Den andra ekvation blir nu
p+44+6=5t < p=>5t—10

Hogerledet dr nu en multipel av 5, ddrmed maste p = 5 och ¢ = 3. Men om vi stoppar in
detta i forsta ekvationen far vi s =542+ 2 =9, vilket inte &r ett primtal.

Svar: Ekvationssystemet har endast en l6sning, ndmligen (p,q,r, s, t) = (2,2,3,7,3).

O



Problem 4. Lat n vara ett positivt heltal. I det gamla slottet arbetar den kungliga
glasméstaren med att skapa ett nytt fonster till tronhallen. Hon maste placera %n(n +1)
lila glasrutor och %n(n — 1) gula glasrutor i ett rutnéit pa n x n rutor sa att inga tva
rader har samma antal lila rutor och inga tva kolumner har samma antal lila rutor. Pa
hur méanga sétt kan hon gora detta?

Lésningsforslag. Notera att ingen rad/kolumn kan ha 0 lila rutor, eftersom de resterande
n—1 raderna/kolumnerna dé som mest skulle kunna ha >} , i = in(n+1)—1 < in(n+1)
lila rutor. Ddrmed maste raderna ha 1, ..., n lila rutor i sig i nagon ordning, och liknande
for kolumnerna.

Notera att ett fonster som uppfyller villkoren kan ha sina rader respektive kolumner
permuterade hur som helst och fortfarande uppfylla villkoren. Vi hévdar att antalet
fonster som uppfyller villkoren #r (n!)2. Dirmed riicker det att visa att det finns exakt
ett fonster som har 4 lila rutor i den i:te kolumnen fran vénster och j lila rutor i den j:te
raden nerifran for varje 1 <14,j < n.

Genom induktion pa k kan det visas att kolumn n 4+ 1 — k har de nedre n +1 — k
rutorna lila och de 6vre k — 1 rutorna gula. Basfallet k¥ = 1 &r uppenbart, eftersom
kolumn n maste ha n lila rutor i sig. Induktionssteget foljer fran att de 6versta k — 1
raderna redan har tillrickligt manga lila rutor i kolumnerna {n + 2 — k,...,n}, och att
de 6versta k — 1 rutorna i kolumn n + 1 — k dérfér maste vara gula, vilket forcerar de
nedre n + 1 — k rutorna att vara lila.

Dérmed finns det exakt (n!)? sitt for den kungliga glasméstarinnan att skapa det
nya fonstret. O



Problem 5. Lat AABC vara en ritvinklig triangel med ZABC = 90° och |AB| < |BC]|.
Lat D vara en punkt pa hypotenusan AC sadan att |AB| = |BD|. Punkten T ligger pa
sidan BC och dr sadan att ZATB = ZCTD. Visa att linjen genom D vinkelrdtt mot
BD delar strickan C'T' pa mitten.

Lésningsforslag. Lat A’ vara reflektionen av punkten A over linjen BC. Da far vi att
/A'TB = Z/ATB = Z/CTD, vilket implicerar att punkterna A’, T och D #r kolinjéra.
Eftersom |BA| = |BD| = |BA’| far vi att ZA'DA = 90° fran Thales sats. Eftersom
LZABT 4+ ZTDA = 90° 4 90° = 180° sa dr fyrhérningen ABT D cyklisk.
Lat M vara mittpunkten av strickan CT. Eftersom ZCDT = 90° ger Thales sats att
|[MC| = |MD| = |MT]|. Slutligen, notera att

LMDB =/MDT + /TDB = /DTC + LTAB = /BTA+ /TAB = 90°

sa linjen genom D vinkelréit mot BD delar strickan C'T' pa mitten, som 6nskat. O



Problem 6. En firgliggning av rutorna i ett n x n rutnét i fargerna réd och bla kallas
for elegant om det &r mojligt att ga mellan varje par av réda rutor, genom att ga mellan
rutor med en gemensam sida, utan att behova ga igenom nagon tredje rod ruta. Lat
R(n) vara det storsta mdjliga antalet roda rutor som en elegant firgliggning av ett n x n
rutnét kan ha. Bestdm

lim R(g)
n—oo

Losningsfirslag. Vi hivdar att svaret ar £.

Lemma 6.1. For varje n gdller R(n) > (n — 1) F(nT_Q)-‘

Beuis. Lat oss beteckna rutor i rutnéitet med koordinater (z,y) dir  betecknar kolumn-
nummer och y radnummer, < x <n—1,0 <y <n — 1. Vi hivdar att vi far en elegant
fargldggning om vi fiargligger punkten (x,y) enligt f6ljande

bla omy=0, x =0, x =n—1, eller x ar delbart med 3
ro6d annars.

Figur 1: Elegant firgliggning med (n — 1) {@-‘ roda rutor for n = 15.

Denna farglaggning &r elegant eftersom man fran varje rod ruta kan ga antingen hoger
eller vinster ett steg, och sedan ner till bottenraden som bara bestar av bla rutor. Fran
bottenraden kan man sedan pa samma sitt ta sig till vilken annan rod ruta som helst,
och man har bara passerat bla rutor. Vi hdvdar nu att denna firgliggning anvinder

minst 2(n — 1)(n — 2) réda rutor. Mycket riktigt finns det [@—‘ kolumner med roda
rutor i denna firglaggning, och i varje sadan kolumn finns det n — 1 réda rutor vilket ger

(n—1) [@—‘ roda rutor. Det kan finnas eleganta fargliggningar med fler réda rutor,

men den firgliggning vi hittat visar att R(n) maste vara minst (n — 1) {w] O

Lemma 6.2. For alla n gdller R(n) < 2n? + 2

Bevis. Antag att vi har en elegant firgliggning av ett n X n rutnét. Vi kan se att lemmat
stdmmer om n = 1 eller n = 2. Fran och med nu antar vi att n > 3 och vi delar in 1 tva
fall.



(i) Alla réda rutor har minst tva bla grannar. Lat Egp vara antalet kanter mellan
roda rutor och bla rutor. Fran antagandet vi gjort far vi att Erp > 2r, dar r ar
antalet roda rutor. Samtidigt far vi Egrp < 4b, dir b dr antalet bla rutor, eftersom
varje bla ruta kan ha som mest 4 réda grannar. Vi far alltsa 4b > 2r <= 2b > r.
Detta betyder att hogst tva tredjedelar av alla rutor kan vara roda, det vill siga
r < %n2

(ii) Det finns en réd ruta med exakt en bla granne. Lat oss séiga att den roda rutan
har koordinater (zg, yo). Eftersom vi antagit att fargliggningen &r elegant maste
man kunna ga fran (zg,yo) till alla réda rutor utan att passera nagon tredje réd
ruta. Man kan sjilvklart ga direkt fran (xo,yo) till dess 3 roda granar utan att
passera nagon tredje rod ruta, men for att ta sig till nagon annan réd ruta maste
man passera den enda bla grannen till (xg,yo). Den bla grannen maste alltsa vara
en del av ett sammanhéngande omrade (man kan ga mellan alla rutor i omradet
utan att passera nagon ruta utanfér omradet) av bl rutor som angrénsar till alla
roda rutor utom mojligtvis de 3 roda grannarna till (g, yo). Lat oss beteckna detta
omrade B och lat oss anta att det innehaller b; bla rutor. Lat E vara antalet kanter
mellan bla rutor i B. Eftersom B dr sammanhéingande géller £ > by — 1, ett ként
resultat inom grafteori. Vi hivdar nu att 2F + r — 3 < 4b;. For en ruta z later vi
9(2), gr(2), g(z) vara antalet bla, réda, respektive det totala antalet grannar till
z. Da géller

2E+r—-3< Zgb(z) + Zgr(z) = Zg(z) < 4b;.

z€B zeB z€B
Alltsa far vi

2by — 1) +7—3<dby => 7 < 2b, +5< 2b+5,

dar b ar det totala antalet bla rutor. Genom att addera 2r till bada sidor, och att
utnyttja r + b = n?, far vi

<Zp?42

w| ot

2
3r§2n2+5<:>r§§n2+

(iii) Néagon rod ruta saknar bla grannar. Det kan da finnas som mest 5 roda rutor
eftersom den réda rutan utan bla grannar maste vara granne med alla andra roda
rutor. For n > 3 giller 5 < 2n? 4 2.

Vi har visat att det aldrig kan finnas fler &n %ng + 2 roda rutor i en elegant fargligegning
av ett n X n rutnét, vilket bevisar lemmat. O

Fran lemma 6.1 och 6.2 foljer det direkt att

i B0 _ 2

n—oo N 3



Problem 7. I Tallandet har alla stader ett positivt heltal som namn. Tva invanare i
Tallandet kan endast brevvixla om de bor i olika stdder vars namn skiljer sig at med en
tvapotens (notera att tva invanare som bor i samma stad inte kan brevviixla). Givet att
Tallandet har n invanare, vad &r det storsta mojliga antalet par av invanare i Tallandet
som kan brevvixla?

Lisningsforslag. Lat f(n) beteckna det storsta mojliga antalet par av invanade i Tallandet

som kan brevvixla. Vi hidvdar att f(n) = L";J

2

Lemma 7.1. f(n) > {%J
Bewvis. Lat det bo L%J invanare i stad 1, L”T'HJ invanare i stad 2 och VLTHJ invanare i
stad 3. O

Lemma 7.2. f(n) < {%ZJ

Bevis. Antag att invanarna i Tallandet har bosatt sig sa att antalet par av invanare
som kan brevvixla med varandra dr maximalt. Lat A och B vara tva bebodda stéider
vars invanare inte kan brevvixla med varandra, och sa att en invanare i staden A kan
brevviixla med atminstone lika méanga invanare i Tallandet som en invanare i staden B.
Om alla invanare i staden B flyttar till staden A sa kommer det totala antalet par av
invanare som kan brevvéxla inte att minska.

Lat oss flytta invanarna i Tallandet pa detta sétt tills dess att det gar att brevvixla
mellan alla par av bebodda stdder. Vi hdvdar att det efter dess kommer finnas som mest
3 bebodda stéder i Tallandet.

Antag motsatsen, att det finns 4 eller fler bebodda stidder i Tallandet sa att det
gar all brevvixla mellan alla par av dessa stdder. Lat fyra av dessa stdder ha namn
a>b>c>d. Dakommera—b,a—c, a—d,b—c, b—dochc— d vara tvapotenser.
Eftersom summan av tva tvapotenser dr en tvapotens om och endast om tvapotenserna
som summerades #r lika far vi att:

(a=b)+(b-—c)=(a—c) =
b—c)+(c—d)=(b—-d) = (b—c)=(c—4d)
(a—c)+(c—d)=(a—d) =

men detta skulle implicera att (¢ —d) = (a —¢) = (a — b) + (b — ¢) = 2(¢c — d), vilket dr
en motségelse (da ¢ > d).

Darfor kan vi flytta invanarna i Tallandet, utan att antalet par av dem som kan
brevvixla med varandra minskar, tills dess att de bor i som mest 3 olika stdder. Lat det
bo z, y och z invanare i dessa tre stéder. Da finns det som mest

1 1 2
xy+yz+zx§g(x2+y2+z2+2xy+2yz+2zx):§(m+y+z)2:%

par av invanare som kan brevvixla.
Dirfor maste f(n) < %2 — f(n) < {ﬁJ 0

Dérmed har vi visat att {%ZJ < f(n) < L%J = f(n) = L



Problem 8. Matilda har ett udda primtal p och ett rutnit med n rader, dar n ar ett
positivt heltal. Pa den k:te raden (1 < k < n) skriver hon ner siffrorna i talet kn i bas p,
sa att den i:te siffran (fran hoger) i talet hamnar i kolumn 4 for alla i.

Det visar sig att om Matilda véljer vilken kolumn som helst i rutnétet och summerar
alla siffror som star i kolumnen &r resultatet alltid delbart med p. Visa att p delar n.

Losningsforslag. Notera att summan av siffrorna i kolumn £+1 &r kongruent med foljande
uttryck modulo p:
n
> |7 ]
Pl

k=1

Antag att p { n. Vi kommer nu visa att p™ | n + 1 genom induktion pa m. Basfallet
m = 0 & uppenbart. For induktionssteget, antag att p™ | n 4+ 1. Da maste

2|2l -]

k=1 k=1

= k(n+1) “w

= pm pm
41?2 ntl %{k"‘

Qan pm k:1 pm
n+1 n+1

e aer L [(5F) (57 1)
- 2pm pm 2

1 /n+1 9
— 1_ m

2( o )(n +1-p™)

vara delbart med p.

Om ’;—t} ar delbart med p s& dr induktionssteget fullbordat. Annars maste n?+1—p™
vara delbart med p. Om m = 0 ger detta att p delar n?, en motséigelse. Om m > 1 si &r
n? + 1 — p™ kongruent med 2 modulo p, och kan dérfér inte vara delbart med p. Darmed
har vi visat induktionssteget.

Da far vi att p™ | n + 1 for alla icke-negativa heltal m, vilket dr en motsigelse till
antagandet att p { n. Darfor maste n vara delbart med p, vilket var vad vi ville visa. O



Problem 9. Ulrik vill synkronisera sina n klockor som alla har stannat, dar n &r ett
udda positivt heltal. Alla Ulriks klockor har en 12-timmars urtavla med en timvisare
och en minutvisare. Dessa minutvisare kan Ulrik justera fram eller bak med en hastighet
pa 10 varv per minut. I vérsta fall, hur linge maste Ulrik vrida visare om han véljer
klockslaget han synkroniserar sina klockor till pa ett optimalt satt?

Lésningsforslag. Vi hdvdar att svaret &r 0.3(n — %) min.

Lat klockornas klockslag vara ai, .. .,a, € S'iden ordningen. Om Ulrik synkroniserar
klockorna till klockslaget T' kommer detta ta

1.2min- Y |T - a;]
i=1

diir |z — y| dr avstandet mellan z och y pa S*.
Notera att Eg[|agt: — ag]] < % for alla heltal 7. Darmed &r

n—1 n—1

2 2 % 1
Ej |1.2min - i —i—ai)| <£1.2min- —=03{n—— i
k min ; (lag+i — ak| + |ak a;l) min ; ~ (n n> min

1

sa for nagot av klockslagen ay tar det Ulrik som mest 0.3(n — ) min att synkronisera

alla sina klockor till det klockslaget.

For att visa att Ulrik inte kan gora béattre, betrakta fallet da aq,...,a, ir jaAmnt
utspridda runt S!. Antag att Ulrik synkroniserar till klockslaget T. Betrakta de tva

klockslag ay och ag1 som dr nirmast —7. Da kommer |T —agy1—;|+|T —ag+i| = %
for varje 1 <1 < %, sa tiden det tar att synkronisera till klockslaget T' &r
n n=1
Zin+1-2i 1
1.2min-» |7 —a;[ > 12min- » nEloe 0.3<n — ) min.
i=1 i=1 n n
O

10



Problem 10. Lat AABC vara en spetsvinklig triangel med ortocentrum H. Lat T’
vara cirkeln som gar igenom H och som tangerar den omskrivna cirkeln av triangeln
ANABC i A. Lat M vara medelpunkten av I'. Antag att I" skér linjerna BH och CH
igen i punkterna D respektive E.

Bevisa att den omskrivna cirkeln av triangeln AM DFE tangerar linjen BC.

Losningsforslag. Denna 16sning anvénder riktade vinklar.

Lat O beteckna medelpunkten av den omskrivna cirkeln av triangeln ABC'. Lat
N = AONBC och K = AONT # A. Da kommer AK vara en diameter av I', sa
AH 1 HK vilket implicerar att HK || BC. Dérmed é&r

LANB = /AKH = /ADH = ZADB

sa A, D, N och B ir koncykliska. Av symmetriskil dr da d&ven A, E, N och C koncykliska.
Vidare, eftersom AH och AO &r isogonala i ZBAC, har vi att

/NBD = /KHD = g _/DHA

- g — /BHA
— /JHAC = /BAO = /BAN = /BDN

s& | BN| = |DN|, och av symmetriskil far vi &ven |CN| = |EN|.
Da far vi att

LENB =2/ECN =2/EAN =2/FEAM = ZEMN

vilket betyder att den omskrivna cirkeln av triangel M EN tangerar linjen BC' i N,
dér det sista steget foljer fran att |[AM| = |EM|. Av symmetriskdl maste da dven den
omskrivna cirkeln av triangel M DN tangera linjen BC' i N. Fran detta foljer att D, M,
E och N é&r koncykliska och att deras omskrivna cirkel tangerar linjen BC' i N, vilket
var vad vi ville visa.

11



Problem 11. Scott har ett oindligt stort papper med ett rutnét av liksidiga trianglar.
Han klipper ut en sammanh#ngande figur genom att bara klippa lings rutnétets linjer.
Sedan viker han ihop figuren pa foljande vis: varje vikning sker lings nagon av rutnétets
linjer och resulterar i att figurens area halveras. Efter ett dndligt antal sadana vikningar
av figuren far han en triangelruta. Bevisa att det som var kvar av pappret efter att han
klippte ut sin figur &r sammanhéngande.

[Med en sammanhingande del av rutndtet menar vi en mingd triangelrutor sa att
man kan ga mellan alla par av rutor i denna mdngd genom att ga mellan rutor i mdangden
med gemensamma sidor.]

Losningsforslag. Lat n vara det totala antalet vikningar som Scott utfor. Lat F, vara
pappersfiguren som Scott borjade med och lat F;_; vara pappersfiguren som erhalls nér
han viker F; 6ver linjen ¢; for varje 1 < i < n. Att arean av F;_; &r hélften s& stor som
arean av F; implicerar att F; maste besta av tva kopior av F;_1 som &r spegelbilder av
varandra i linjen ¢;.

Antag att n dr minimalt sadant att det som var kvar av det odndliga pappersarket efter
att Scott klippt ut figuren F,, inte dr sammanhéngande. D& maste F,, ha (atminstone)
ett hal. Eftersom Fj,_; inte har nagra hal maste ¢,, skidra detta hal mitt itu; darmed
maste det existera tva triangelrutor A och B i F,,_1 som uppfyller att:

(i) A har en sida pa £,;

)

(ii) B har ett horn (eller en sida) pa £,,;

(iii) A och B nuddar inte varandra; och
)

(iv) den triangelruta bredvid B som nuddar ¢,, och som ligger ndrmre A (dn vad B gor)
ar inte med i figuren Fj,_q;

eftersom Fj, d&r sammanhéngande, och £, gar igenom ett hal i F,.
Eftersom Scott sa smaningom viker Fj,_; till en enda triangelruta kommer det finnas
en vikningslinje £; som har A och B pa olika sidor om sig. Det finns da tva fall:

e B har inte en sida pa linjen /.

Da kommer spegelbilden av antingen A eller B
i linjen ¢}, att ligga pa andra sidan av linjen £,,.
Detta dr en motségelse eftersom Fj, maste ligga
helt pa ena sidan av linjen £,,, men samtidigt
ha speglingssymmetri i linjen £j.

e B har en sida pa linjen ¢j.

Da kommer spegelbilden av B i linjen ¢ ligga
nirmare A dn vad B gor, en motsigelse till (iv).

Dérmed ar antagandet ovan falskt, sa vi har visat att det som &r kvar efter att Scott
klippt ut sin pappersfigur maste vara sammanhingande. O

12



Alternativt l6sningsforslag. Vi anvinder samma notation som i 16sningen ovan. Betrakta
vad som hinder om Scott vecklar ut pappret igen. Han borjar da med en enda liksidig
triangel Fy. Vidare maste F} vara en romb som bestar av tva kopior av Fy, och F5 maste
vara figuren i bilden nedan.

Ay X

Betrakta nu for £ > 2 den minsta konvexa polygon Hy, vars sidor &dr parallella med
triangelrutnétets linjer, som innehaller figuren Fj. Till exempel vet vi att Hy &r en
regelbunden hexagon med sidldngd 1 (se bild).

H,

Vi vill visa med induktion att foljande géller for k > 2:

e For varje sida i Hy géller att dess skdrning med Fj dr antingen en enda punkt,
eller ett sammanhéngande segment.

e H;.1 dr en hexagon som kan erhallas genom att spegla Hy i en av dess sidor s,
och déirefter forlinga de tva sidor som inte dr parallella med s och inte heller har
ett gemensamt hérn med s, samt forlinga deras spegelbilder.

Basfallet bestar av att visa den férsta punkten for k = 2, vilket vi redan gjort (se
bild med Hj ovan).

For induktionssteget, eftersom Fj, ligger helt pa ena sidan av linjen £41 sa maste €41
vara en forlingning av en sida s av Hy. Speglas nu Hy, i sidan s sa kommer alla sidor av
Hj, och dess spegling H, att skidra Fj; i antingen en punkt eller ett sammanhéngande
segment. Detta forblir sant néir de tva sidorna av Hj, (och Hj,), som inte dr parallella
med s och inte heller har ett gemensamt horn med s, forlings for att bilda en hexagon
@ med den sida av Hy, (och Hj,) som &r parallell med s men som inte sammanfaller med
s. Notera att det inte &r mdojligt for en strikt mindre konvex polygon &dn @ att innehalla
alla de punkter och sidor i Fj41 som ligger pa Q:s sidor, sa dérfor maste Hyp1 = Q. O
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Problem 12. En odndlig sekvens rg, r1, 72, ..., bestar av rationella tal och foér varje
heltal n > 1 géller det att 7, &r ett nollstélle till polynomet

2 T 4 4.
Visa att det finns ett tal N sa att r,, = ry for alla n > N.

Losningsforslag. Vi kan borja med att notera att ro = 0 ger r, = 0 for alla n, vilket kan
visas med induktion. Sekvensen 0,0,0, ... dr konstant da i detta fall kan vi ta N = 0.
Notera ocksa att om rg # 0 sa kan inget element i sekvensen vara 0 eftersom 0 &r en rot
till ™ + r_12" "1 4 -+ - 4+ ro endast om rg = 0. Fran och med nu antar vi att r¢ # 0. Vi
definierar polynomet

n—1

folz) =2" + Z rex”.
k=0

Kravet vi har fran problemlydelsen dr da att f,,(r,) = 0 for alla n > 1. Fér varje n
skriver vi r, = ¢* dér a,, och b, &r relativt prima heltal och a,, > 0.

n

Lemma 12.1. Fér alla n gdiller ay|ag och by, |bg.

Bevis. Lemmat stdmmer sjélvklart for n = 0 och vi antar induktivt att det stdmmer for
n=0,1,...,n — 1. vi har att r,, ar ett nollstélle till f,, och darmed &ven till by f,,. Vi
har att

bofn(l‘) = boz" + bo’l‘n_ll‘n_l + oo+ byrg-

Enligt induktionsantagandet &r varje koefficient i polynomet ovan ett heltal eftersom
b |bo for alla m < n. Rationella rotsatsen ger nu att b, |by och a,|ag eftersom byry = ap.
Lemmat foljer nu fran induktion. O

Fran lemmat far vi att méngden {r,, | n € N} #r dndlig eftersom ag och by har #ndligt
manga delare. Varje tal i sekvensen (r,,)52, kommer antingen forekomma éndligt manga
ganger, eller oéindligt ofta, och det maste finnas ett tal N > 1 sa att r, forekommer
odndligt ofta om n > N.

Varje tal som férekommer o#indligt ofta forekommer minst 2 ganger. Anta att r, =
Tnik, dir n > N,k > 1. Definiera

k-1
k(@) = & T (farn(@) = (@) = 2" =14 Y ropma™

m=0
Eftersom 7, # 0 och fy, (1) = fryr(rn) = 0 géller det att g, x(rn) = 0.
Lemma 12.2. forn > N gdller a, =1
Bewvis. Notera att polynomet by - g, () har heltalskoefficienter och dess konstantko-
efficient ar bgr, — by = g—fan — byp. Eftersom r,, &r ett nollstélle till g, géller det att
an|£—gan — by = anlbo. Eftersom a,lag och a,|by maste vi ha a,, = 1. Dérmed géller det
1

aven for alla n > N att r, = Tt O

Vi sétter nu in a,, = 1 i ekvationen g, () = 0, (igen med n > N) och vi far

1
1— —

k—1
- = b+ > rgmby ™ (1)
n m=1

for alla n > N.
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Lemma 12.3. Forn > N giller b, € {—1,1,2}.

Bevis. Vi antar att b, ¢ {—1,1,2} f6r nagot n > N Ifall vi applicerar triangelolikheten
pa (1) far vi

k—1 k—1
1
‘1 Tl b;k + Z Tntmby, ™| < |bn|_k + Z |7 [bn |~
n m=1 m=1
Notera att |rpim| = |by, 1| < 1 giller for alla m > 0. Vi har att |b,|™ < 1 och vi

far med geometrisk summa

1 > 1
1——|< by ™= ————.

Detta kan 1 sin tur skrivas om till

‘bn - 1| ’ (‘bn‘ - 1) < |bn|
Det b, kan dock inte uppfylla olikheten ovan om b,, ¢ {—1,1,2}. Detta kan bevisas med

induktion: pastaendet olikheten haller inte for b, = —2 eller b,, = 3, och nér vi okar
respektive minskar b, med 1 ckar vinsterledet med mer &n hogerledet. De enda vérdena
b, kan anta for n > N &r alltsa —1,1,2. O

Lemma 12.4. Om b, = 2 for odndligt manga n gdller b, = 2 for alla n > N

Bewvis. Anta att b, = bp1r = 2 och by, # 2 f6r 0 <m < k, ddr n > N och k > 1. Det
betyder, som innan, att gmk(%) = 0, vilket vi kan utveckla till

11 -
5 — irn_,_l = 27]6 —+ 7;_27"”4'_7”27"1
Ifall 7,41 = —1 kan vi se att absolutbeloppet av vinsterledet &r 1, medan beloppet

av hogerledet dr mindre &n 1, sa vi kan inte ha likhet. Ifall 7,1 = 1 blir vénsterledet 0,
men den storsta termen till belopp i hogerledet (27% om k = 2 och 7,12 -272 om k > 2)
har storre belopp dn alla andra termer i hogerledet tillsammans, vilket ger att hogerledet
inte kan vara 0, sa vi kan inte ha likhet. Ifall b,, = 2 for oéindligt manga n Maste b, = 2
for alla n > N. O

Anta nu att b, = 2 inte géller for odndligt manga n. Da maste —1 och 1 vara de enda
vérdena by, antar forn > N. Ifallr,, = rpqq farvign 1(rp) =0 = rp—14r, =0=r, = %
Alltsa kan varken —1 eller 1 forekomma tva ganger i rad i sekvensen (r,,). Alltsa maste
b, alternera mellan 1 och —1 fér n > N. Déarmed maste vi for nagot n > N ha

rp = —1,7p41 = 1,742 = —1. Detta betyder att g, 2(—1) = 0, det vill sdga
(=) =14 (=1)+1-(=1)=0.

Detta stdmmer dock inte, sa vi far en motségelse. Alltsa maste r, = % gélla for odndligt
manga n, och dirmed for alla n > N. Darmed &r vi klara
O
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