HOJDPUNKTEN 2024

Losningsforslag - Gymnasietavling
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Problem 1. Mio har 3*" korvar och 92° korvbréd. Ricker korvbroden till alla korvar?
3
Anmdrkning: potenstorn berdknas uppifran ner. 22 betyder alltsd 28 och inte 43.

Losningsforslag. Antalet korvar &r
250

3% = 31" = 3
Antalet korvbrod &r

9272 _ 9249 _ (32)249 _ 32.249 _ 3250.

Det finns alltsa lika manga korvar som korvbrod.
Svar: Ja, korvbroden réacker.



Problem 2. Sebastian har 100 kulor i 10 olika firger, men det kan finnas olika manga av de olika
fargerna. Han vill placera dem i 10 hogar med 10 kulor i varje hog. Visa att han kan garantera att
det &r max tva olika firger i varje hog.

Losningsforslag. Vi bevisar detta med induktion.

Basfall: Om Sebastian har 10 kulor i 1 farg kan han sjélvfallet ldgga alla i en hog utan fler &n
tva farger.

Induktionshypotes: Om sebastian har 10n kulor med n firger sa kan han ligga dem i n hogar
med max tva farger i varje hog.

Induktionssteg Om sebastian har 10(n+1) kulor med n+1 férger sa maste det (enligt ladprincipen)
finnas nagon firg A som forekommer max 10 ganger, och nagon firg B om férekommer minst 10
ganger. Vilj nu en hog med 10 kulor som bestar av alla kulor med fiarg A, och déar resterande har
farg B. Efter det aterstar 10n kulor med n firger (eftersom alla kulor med firg A nu ir borta).
Resterande kulor kan sorteras enligt var induktionshypotes. O



Problem 3. Ett hjul med radie R rullar uppfoér en trappa vars steg dr kvadrater med sidlingd
r < R. Det #r givet att R? = 2r2. Hur manga trappsteg behdver hjulet rulla upp for innan det
roterat ett helt varv?

R

4

Problem 3

Svar: 6

Losningsforslag. Rita ut punkterna A, B och O som i bilden. Strackorna AO och BO &r radier till
cirkeln och har alltsa bada lingden R. Strickan |AB| hittas med pythagoras sats:

|AB?=7*+r*=R?> = |AB|=R.

Triangeln AABO ér alltsa liksidig, vilket innebér att alla dess vinklar dr 60° stora. Hjulet kommer
alltsa rulla 60° varje steg. Ett helt varv dr 360°, det vill sdga 6 steg.

|




Problem 4. Visa att det finns odndligt med losningar till ekvationen a!b! = ¢! dér a,b och ¢ &r
heltal storre dn eller lika med 2.
Anmdrkning: n! betecknar produkten av alla positiva heltal mindre dn eller lika med n.

Losningsforslag. Lat a vara ett godtyckligt heltal storre eller lika med 3. Sétt sedan ¢ = al, b = al—1.
P& detta sétt blir
alb! = al(al = 1) =c(c—1)! = ¢l

Ytterligare blir bade a,b,c > 2. Vi far alltsa en 16sning for varje virde pa a, det vill sdga odndligt
manga losningar. O

Exempel:

Oma=3: 35 =6
Oma=4: 4! 23! =24!
Oma=5: 5!-119! = 120!



Problem 5. Vilket &ar det storsta talet vars alla siffror &r olika, och som ar delbart med alla sina
siffror?

Svar: 9867312

Losningsforslag. Forst och framst sa vill vi saklart ha ett tal med sa manga siffror som majligt. Vi
borjar med att visa att vi kan ha max 7 stycken siffror, och att dessa siffror i sa fall maste vara
1,2,3,6,7,8 och 9.

e Inget tal (utom 0) &r delbart med 0. Alltsa maste vi definitivt ta bort 0.

e Om vi har med 5 maste talet sluta pa 0 eller 5. Vi har redan tagit bort 0, och om det slutar
pa b &r det udda sa vi maste ta bort alla jamna siffror, vilket ldmnar oss med endast 5 siffror.
Vi vill ha minst 7 siffror, sa4 vi maste ta bort 5.

e Nu aterstar endast 8 siffror: 1,2, 3,4,6,7,8,9. Vi kan inte ha kvar alla dessa for deras siffersum-
ma dr 40, vilket inte dr delbart med 9 (och alltsa kan inget tal med dessa siffror vara delbart
med 9, enligt delbarhetsregeln fér 9). Om vi endast vill ta bort en siffra till s& maste vi alltsa
antingen ta bort 4 (for da blir siffersumman 36 vilket &r delbart med 9), eller s& tar vi bort 9
sjalvt. I det senare fallet blir siffersumman dock 31 vilket inte &r delbart med 3, s& det funkar
inte eftersom 3 fortfarande &r kvar. Alltsa maste vi ta bort 4 om vi ska ha nagon chans att
hitta ett tal med 7 siffror.

Ovan har vi visat att vi antingen maste ha fiarre &n 7 siffror, eller siffrorna 1,2,3,6,7,8,9. Lat oss
nu visa att det finns ett tal som bestar av dessa siffror som &r delbart med alla sina siffror, och hitta
det storsta sadana talet.

Vi vill hitta ett tal som &r delbart med 1,2,3,6,7,8 och 9, och som har dessa siffror. Notera att:
e Alla tal ar delbara med 1.
e Alla tal med dessa siffror dr delbara med bade 3 och 9 eftersom siffersumman ar delbar med 9.

e Om vi lyckas se till att talet &ven &r delbart med 7 och 8 sa far vi automatiskt att det &ven
ar delbart med 2 och 6, eftersom delbarhet med 8 ger att talet dr jimnt och delbarhet med 3
tillsammans med att det ar jamnt ger att det dr delbart med 6.

Vi kan alltsa koncentrera oss pa att hitta tal med dessa siffror som &r delbara med 7 och 8. Vi borjar
med 9876321, det storsta talet som bestar av dessa siffror, och provar sen alla méjligheter fran storst
till minst tills vi hittar nagot som funkar. Vi far att alla méjliga jémna tal som borjar med 987 &r:

9876312, 9876132, 9873612, 9873216,
9873162, 9873126, 9872316, 9872136,
9871632, 9871362, 9871326, 9871236.

och av dessa ar det endast 9876312, 9873216, 9872136 och 9871632 som &r delbara med 8. Men
ingen av dem &dr delbara med 7. Nista tal vi provar blir da 9867321 och 9867312 dér det tidigare inte
funkar eftersom det dr udda, och det senare &r vart svar (det dr enkelt att kolla att det &r delbart
med bade 7 och 8).

O



Problem 6. Vad &r heltalsdelen i talet % + % +...+LE 4+ 47

Losningsforslag 1. Lat s = % + % 4+t 2%' A ena sidan ér

s_1+1+<1+1>+<1+”41>+(1+”.%1>+(1+”.+1>
27 \3 "4 5 8 9 16 17 20
SR A

27478 16 20
=32

dédr olikheten stdmmer f6r att vi inom varje parentes gjorde termerna mindre (genom att gora
ndmnarna storre).

A andra sidan &r

s:1+1+1+<1+1>+<1+1>+<1+...+1>+<1+...+1>+<1+...+1)
23 \4 5 6 7 8 11 12 15 16 20
1ttt o4l

273746 8 1216

)
=35+ —
+ 16

<4

dér olikheten stdmmer for att vi inom varje parentes gjorde termerna stérre (genom att gora
ndmnarna mindre). Alltsa dr heltalsdelen 3. O

Losningsforslag 2. Betrakta integralen

21 ¢
/ —dx =In xﬁl =In(21)
1 X

Det #r arean under grafen till funktionen f(z) = 1 mellan punkterna z = 1 och = 21. Ett siitt

att uppskatta den arean &r att summera arean av rektanglarna i bilden nedan. Om vi summerar de

roda rekanglarna sa far vi

1+1+1+ +1
2 3 2

vilket dr lite mer dn arean under grafen. Om vi summerar de blaa rekanglarna (endast tre av dem
dr utritade, men méonstret fortsétter pa samma sitt) sa far vi

1
+.. o+ =

1+1
2 3 21

vilket &r lite mindre &n arean under grafen.

0.8

0.6

0.2

1 e o e

16 18 20

Problem 6



Med andra ord har vi att

1 1 1
In(21 14+-+...+ = In(21 1—-—
n(21) < tgttgy < n(21) + 21

Det visar sig att detta ger

1
3.04 <1+ ...+ — <3997
<l+...+ 20 <

sa heltalsdelen ar 3. Detta dr dock saklart mycket svart att riikna ut utan en miniréknare! Ett béttre
sétt att anvinda denna metod om man saknar minirdknare vore att rdkna ut till exempel
1 1

1 1
4=+ +-=195+=+-=24
tot b =195+ 542 5

exakt, och sen anvénda integralen

/21 ldac =1n(21) — In(7) = In(3)
7

T

for att uppskatta summan av de resterande termerna. Vi far med samma metod som ovan att

1 1 1 1

2
=24 l —
54 1In(3) + 51

< 2.55 + In(3)

Till sist noterar vi att In(3) > 1 eftersom 3 > e och att In(27) < logs.5(27) < 4 eftersom 2.5 < e och
2.5% > 62 > 27. Det foljer att 5 > In(3) > 1 vilket ger

1 1 4
4 1+-+.. 4+ =<2 -<4
3.45 < +2+ +20< 55+3<

sa heltalsdelen ar 3, vilket skulle visas. O

Anmdrkning. Det finns massor av kluriga sdtt att rdkna ut heltalsdelen av denna summa genom
att gora olika uppskatiningar som dr betydligt mer effektiva dn integralmetoden, for det har specifika
problemet i alla fall. Vi har med integrallosningen dnda eftersom det dr ett exempel pa en mycket
effektiv metod for att uppskatta manga typer av summor dven ndr antalet termer blir stort! Integral-
metoden ger oss en bra uppfatining om vad summan 1+ % +... % dr dven om n dr mycket storre dn
20 - ndmligen ungefar In(n). Faktum dr att vi hdr har visat att summan alltid dr mellan In(n + 1)
ochIn(n+1)+1— %ﬂ, vilket for stora n ger oss att summan dr mellan In(n+1) och in(n+1)+1.
Felet dr alltsa mindre dn 1. Det visar sig att ndr n blir stérre och stérre sa kommer avstandet fran
summan till In(n) att ndrma sig en konstant som kallas for Euler—-Mascheronikonstanten, och vars
varde dr ungefdr 0.58.

Det kan ocksa ndmnas att man kan fa en dnnu bdttre uppskattning av integralen genom att rikna

areorna av parallelltrapetsen med horn i punkterna
1 1
(n,0),(n+1,0) pax—azeln, samt (n, ﬁ)’ (n+1, m) pa grafen

Summan av deras areor fran 1 till n dar

sa vi far att

men detta dr fortfarande en liten dverskattning av arean, sa en underskattning av summan:

n

S L ommr iy L
m 2 2n

m=1

Eftersom Fuler-Mascheronikonstanten dr 0.58 sa vet vi dock att det dr en mycket liten underskattning
(ungefir storlek 0.08 for stora n).



Problem 7. Givet &dr en konvex hexagon ABCDFEF dar motsatta sidor dr parallella. Visa att de
tre diagonalerna AD, BE och CF skir varandra i en punkt om och endast om motsatta sidor &r
lika langa (alltsé AB = DE, BC = EF och CD = FA).

Problem 7

Losningsforslag. Del 1: Lika langa sidor = diagnoaler sammanfaller.

Anta att motstaende sidor ar lika langa. Borja med att rita in AD och F'C samt vinklarna «, 3,
~ och ¢ som i bilden. Eftersom AF och C'D é&r parallella sa maste a = v och = ¢ (alternatvinklar).
Enligt vinkel-sida-vinkel innebér detta att trianglarna AAEF M och ACDM #r kongruenta. F'C delar
alltsa upp AD i tva lika langa delar AM och M D. Av samma anledningar delar ocksa BE upp AD
i tva lika langa delar. BE och F'C korsar alltsa AD i samma punkt.

Del 2: Diagonaler sammanfaller = Lika langa sidor.
Anta att AD, BE och CF skir varandra i en punkt M. Precis som innan far vi att ZFAM =
ZCDM och ZAFM = ZDCM, vilket innebér att AAFM ~ ADCM och dirmed 434 = £
Pa liknande sétt kan vi visa att % = % och % = %. Sétter vi ihop dessa likheter far vi
AM FM EM DM
DM CM BM AM

vilket endast kan stimma om AM = DM. Trianglarna AAFM och ADCM &r alltsa kongruenta,
ddrmed AF = CD. Av motsvarande anledningar &r BA = DF och CB = EF, vilket skulle visas. [



Problem 8.

(a) Tilda har en rektangulér brida som &r 1 meter bred och 2,25 meter lang. Visa att hon kan
saga isér den i tva delar som kan séttas ihop till en kvadrat.

(b) Visa att det finns oéndligt manga tal = sddana att en 1m x zm briada kan sagas isir i tva
delar och séttas ihop till en kvadrat.

Lésningsforslag. Del (a): Observera att 2.25 = 9/4. Briidan kan alltsa delas upp i ett 9 x 4 rutnét
av kvadrater. Den kan sedan byggas om till en kvadrat enligt figuren nedan:

%

Problem 8.a - 16sning

Del (b): Fran en kvadrat kan man skapa en rektangel med foljande metod:
1. Dela upp kvadraten i ett n X (n + 1) rutnét.
2. Rita en trappa ldngs rutnéitet som delar upp kvadraten i tva lika stora delar.
3. Flytta ner den Oversta delen ett trappsteg.

Den resulterande rektangeln bestar da av ett nx (n+1) rutnét av n x (n+1) rutor. Dessa forhallandet
2
mellan dess sidor blir dirmed (n + 1)2 : n2. Om vi sitter z = “F2° for nagot heltal n si kan vi

7L2
utfora samma process baklinges och pa sa vis transformera en 1 x x rektangel till en ”T'H X ”T'H

kvadrat. Vi far alltsa foljande f6ljd av mojliga virden pa x:

4916 25 36 (n+1)2

17479716725 n2 777

‘/’\

Problem 8.b - processen med n = 3



Problem 9. Ruth dr en rédtblockssamlare som bara samlar pa rétblock med volym n och vars alla
kanter har heltalslangder. En dag tog hon fram alla sina riatblock, och la dem pa en lang rad. Hon la
da maérke till ett lustigt sammantréffande: nér hon kollade pa rétblocken uppifran sag de alla ut som
rektanglar och inga av dem var kongruenta med varandra! Dessutom var ingen av dem en kvadrat.
Visa att Ruth omgjligen kan ha fler &n n rétblock.

Losningsforslag 1. For att réitblocken ska ha volym n sa maste toppsidan av varje riatblock ha en
area som delar n. Problemet kan alltsa omformuleras till: “Visa att det inte finns fler &n n talpar
(a,b) sadana att a < boch ab | n”.

Lat antalet delare till n vara D. Det finns exakt %
a < b. Betrakta nu for tva delare a < b de tva paren

(a,b) samt (%72)

Om ab | n sa maste ab < n, vilket ger att

stycken par av delare (a,b) sddana att

e3
o
IV
3

Sl
213

Alltsa har vi antingen att
e Max ett av paren har en produkt som delar n; eller
e ab=n.

Det finns exakt |2 ] stycken par av delare a < b sddana att ab = n, sa vi far som mest

1p(p-1) D _D?
2 2 4 4

stycken fungerande par. Slutligen anvénder vi att D < 24/n vilket exakt ger olikheten vi vill ha. [J

Losningsforslag 2. Denna losning inkom fran en av deltagarna i tdvlingen!
Som tidigare noterar vi att problemet &r ekvivalent med att visa att det finns som mest n stycken
par av tal a < b sadana att ab | n. Lat d(m) vara antalet delare till m. Fér varje val av a finns det
d(n/a) val av b som ger att ab | n. Totalt finns alltsa 3_,,, d () stycken par av tal (a,b) sadana
att ab | n, och av dessa giller f6r max hilften att a < b. Det réiicker alltsa att visa att

©)

;Zld(;)zézld(m)gn:zmm)

dér den sista likheten ér en (ganska) viilkéind identitet for Euler’s fi-funktion ¢. Vi ér alltsa klara
om vi kan visa att d(m) < 2p(m) for alla m € N. Notera att

o d(2%) = a+1< 2% =2¢p(2%) dir olikheten foljer fran induktion med basfall o = 1

e dp®)=a+1<2-39"1 < (p—1) - p*~1 = p(p®) for primtal p > 3, dir forsta olikheten foljer
fran induktion med basfall « = 1

Eftersom bade d och ¢ ar multiplikativa funktioner sa ger detta att
d(2% - py® - ppt) = d(27)d(p3?).d(py*) < 20(2)p(p5?)..p(p*) = 20(27 - p5® - pp*)

vilket ar exakt vad vi ville visa. O
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Problem 10. Kevin har en p—sidig tédrning for varje primtal p mindre &n 42. Visa att han kan
simluera en 42—sidig tdrning (dvs vilja ett heltal mellan 1 och 42 sa att sannolikheten &r samma
for alla) med endast:

(a) Tre térningskast.
(b) Tva téarningskast.
Losningsforslag. Sla forst en 41-sidig tdrning och lat a vara talet du far.
e Om a < 6, sla en 7-sidig téirning och kalla svaret b. Sétt z = 7(a — 1) 4 b.
e Om 7 < a <21, sla en 3-sidig tdrning och kalla svaret b. Sétt © = 3(a — 7) + b.
e Om a > 2, sla en 2-sidig térning och kalla svaret b. Sétt © = 2(a — 22) + b

I var och en av de tre fallen blir sannolikheten for varje tal mellan 1 och 42 lika. Detta simulerar
alltsa en 42-sidig tarning.

a 1

Ilustration av 16sningen till problem 10.
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Problem 11. Ivar och Ravi bor i ett stort spokhus som bestar av n stycken rum. Varje rum har ett
antal dorrar som leder till andra rum. Totalt finns det n — 1 dorrar, och det dr mojligt att ga fran
vilket rum som helst till vilket annat rum som helst genom en serie dorrar.

En dag bestdmmer sig husets spoken for att gora alla dorrar enkelriktade! Varje dorr fargas rod pa
ena sidan och indigo pa andra sidan, och for att se till att Ivar och Ravi inte kan halla ihop ser
spokena till att Ivar bara kan ga genom indigo-firgade dérrar medan Ravi bara kan ga genom roda
dorrar.

Eftersom spokena inte vill vara allt for elaka, sa gav dem Ivar och Ravi mojligheten att vinda pa
dorrar sa att firgerna byter plats, men bara enligt vissa regler. Man far bara vinda pa en dorr om
man ir i ett rum som man inte kan ldmna for att alla dorrar har fel firg, och man maste i sa fall
vanda pa alla dorrar i det rummet pa en gang! Visa att, oavsett hur spokena firgade dorrarna och
oavsett vilka rum Ivar och Ravi &r i fran borjan, sa kan Ivar och Ravi ga runt i huset och vinda pa
dorrarna sa att vilken farg-konfiguration som helst uppnas.

Losningsforslag. Vi gor induktion pa antalet rum. I basfallet finns ett rum och inga doérrar, och da
ar resultatet uppenbart. Anta nu att pastaendet ar sant nér spokhuset innehaller &k rum. Vi ska visa
att det sa ocksa maste vara sant nér spokhuset innehaller £ + 1 rum. Betrakta dérmed ett spokhus
G med k41 rum. Om alla rum hade tva eller fler dorrar sa hade det funnits atminstone k + 1 dorrar
totalt. Men det finns bara k dorrar. Alltsa maste det finnas atminstone ett rum som har exakt en
dorr. Vilj ett godtyckligt sadant rum och kalla det for a.

Lemma 1. Om Ivar och Ravi dr utanfor a sa kan de vinda pa alla dérrar utom dorren till a hur de
vill, och de kan gira detta sa att dorren till a dr vind likadant ndr de ar klara som ndr de béorjade.

bevis. Ifall a och dorren till a inte fanns sa hade huset haft £ rum och £ — 1 dorrar. Enligt induk-
tionshypotesen finns det alltsa en sekvens drag som later Ivar och Ravi viinda pa alla dérrar at réitt
hall. Om Ivar och Ravi utfor dessa drag i huset med k + 1 dorrar kan dock nagon raka vénda pa
dorren till a. Dessutom, om nagon vill vinda pa alla dérrarna fran b sa kan doérren till a forhindra
dem fran att gora detta. Dessa problem kan dock l6sas med foljande justeringar av strategin:

1. Varje gang nagon skulle ha vant dorrarna i b men stoppas pa grund av dorren till a, 1lat dem
istéllet ga in i a, fastna, vénda pa dorren, och ga tillbaka till b. Dérefter kommer personen
kunna véanda pa dorrarna till i b. Dorren till a vinds pa detta sétt tva ganger sa den &r vind
likadant efter processen.

2. Varje gang nagon vénder pa dorrarna i b, men pa sa sétt rakar vinda pa dorren till a, lat de
diirefter ga in i a, fastna, véinda pa dorren och ga tillbaka till b. Atergien vinds dorren tva
ganger, vilket innebér att den &r vind at samma hall som den var ursprungligen.

Detta bevisar lemmat. O

Nu kan vi beskriva Ivar och Ravis stragegi: Om Ivar eller Ravi dr innuti a sa gar de ut (vilket
kan innebéra att de behover vinda pa dorren dit). Nér varken Ivar eller Ravi &r i a sa kollar de om
dorren till @ &r vand rdtt hall. Om den &r det anvander de Lemma 1 for att bli klara. Om den inte &r
de sa maste antingen Ivar eller Ravi ta sig dit och vinda pa dorren. Vi kan anta utan inskrinkning
pa problemet att dorren in i a dr réd och att det dérfor d&r Ravi som maste ga in i rum a och
vinda pa dorren. For att ta sig till rummet kan de anvinda Lemma 1 och vinda péa alla dorrar sa
att Ravi kan ta sig till a fran vilket rum som helst (Detta &r alltid mojligt eftersom det huset dr
sammanhéingande. Véind varje dorr sa att dess indigosida pekar mot rummet ndrmast a). Ravi kan
sedan ga till a, véinda pa dorren och ga ut. Slutligen anvénder de Lemma 1 igen for att vinda resten
av dorrarna hur de vill. Da dr de klara, och enligt induktionsprincipen lyckas de oavsett storleken
pa spokhuset. O
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