HOJDPUNKTEN 2025
Losningsforslag - Oppen tévling

Problem 1. En rektangel &dr indelad i n mindre rektanglar som alla ska malas i olika firger.
Dessférinnan maste malartejp séttas ldngs kanterna runt alla rektanglar. Vad #r det minsta an-
talet tejpbitar som behdvs om inga tejpbitar far éverlappa?

Losningsforslag. Vi hidvdar att det minsta antalet tejpbitar som behovs dr n + 3.

Betrakta ett séitt att tejpa rektanglarnas alla kanter som anvinder sa fa tejpbitar som mojligt.
Da kommer varje &nde av en tejpbit att ligga vid en trevigskorsning, en fyrvigskorsning eller vid
ett av den stora rektangelns fyra horn.

Vid varje tre- och fyrvigskorsning forekommer da alltid dubbelt sa manga rektangelhérn som
tejpbitsindar. Och vid den stora rektangelns fyra horn férekommer alltid exakt tva tejpbitséindar.

Eftersom det finns exakt 4n rektangelhorn, och varje tejpbit har tva dndar, sd kommer ett
arrangemang som anvinder sa fa tejpbitar som mojligt alltid att anvinda exakt
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tejpbitar, vilket var vad vi ville visa.



Problem 2. Lat n och k vara positiva heltal med n > max{k,3}. Alice och Bengt spelar ett spel
pa en (oriktad och enkel) graf G. I borjan av spelet dr G en komplett graf pa n noder. Varje runda
véljer Alice forst ut k£ kanter fran G, och sedan tar Bengt bort en av de kanterna som Alice valt ut.

Spelet tar slut nar G bara har n — 1 kanter kvar. Da vinner Alice om G dr sammanhéngande och
annars vinner Bengt. Vad &r det storsta positiva heltalet k, i termer av n, sa att Alice vinner om
bada spelarna spelar optimalt?

Losningsforslag. Vi hdvdar att det storsta positiva heltalet & for vilket Alice vinner alltid &r k& = 3,
om bada spelarna spelar optimalt.

Lemma 1. Alice vinner om k£ < 3.

Bevis av Lemma 1. Det &r vilkint att en (oriktad och enkel) graf pa n noder med fler &n n — 1
kanter kommer att innehalla atminstone en cykel.

Pa sin tur kan Alice darfor alltid vélja k& < 3 kanter fran samma cykel, ¢, i G. Nér Bengt sedan tar
bort en av dessa kanter, e, sa& kommer den resulterande grafen att fortsatt vara sammanhingande.
Detta géller eftersom om tva noder hade en vig mellan sig innan e togs bort sa kommer antingen
(1) samma vig kunna forbinda dem efter att e tas bort, eller (2) om e var en del av viigen sa kan e
erséittas med de resterande kanterna i ¢ och pa sa vis bilda en ny viig som férbinder noderna.

Dérmed kan Alice garantera sin egen vinst nér k < 3. O

Lemma 2. Bengt vinner om k > 3.

Bevis av Lemma 2. Vid spelets borjan sa véljer Bengt en triangel T'i G. Detta &r mojligt eftersom
G &r en komplett graf pa n noder vid spelets borjan.

Pa sin tur kan Bengt alltid bevara T' genom att ta bort fran G en av de atminstone k£ — 3 > 1
manga kanterna som inte dr en del av T.

Nér den endast finns n — 1 kanter kvar i grafen kommer da triangeln T fortfarande att vara
intakt. Men en graf pa n noder och n — 1 kan inte vara sammanhingande om den innehaller en
cykel, i detta fallet T'.

Dérmed kan Bengt garantera sin egen vinst nér k& > 3. [

Da kommer Bengt att vinna om k > 3, och Alice kommer att vinna om k < 3. Dérfor ar k = 3
det storsta mojliga k:et for vilket Alice vinner.



Problem 3. En groda befinner sig i punkten (0, 0) i planet och bérjar hoppa. Grodan goér forst ett
hopp av lidngd 1 och hoppar sedan dubbelt sa langt for varje hopp. Alla hopp gors parallellt med
nagon av axlarna. Vilka punkter kan grodan na genom att hoppa pa detta sétt?

Losningsforslag. Notera att grodan endast kan na punkter med heltalskoordinater (z,y) sa att
x + y ar udda. Vi hivdar att grodan kan na alla dessa punkter.

Lemma 1. Lat n € N. Grodan kan hoppa till alla punkter (z,y) med heltalskoordinater dir « + y
dr udda och |x| + |y| < 2™ — 1 pa exakt n hopp.

Bevis av Lemma 1. Vi kommer att bevisa lemmat genom induktion pa n.
Basfall (n = 1): Pa sitt forsta hopp kan grodan hoppa till (1,0), (0, 1), (—1,0) eller (0, —1), vilket
omfattar alla punkter (z,y) med heltalskoordinater sa att « + y &r udda och |z| + |y| < 2! — 1.
Induktionssteg (n > 1): Notera att grodan kan hoppa till alla punkter (z’,3") med heltalskoordi-
nater s att o’ + % dr udda och |2'| + |y'| < 2"~ ! — 1 pa exakt n — 1 hopp. Betrakta en punkt (z,y)
med heltalskoordinater s& att = + y dr udda och |z| + |y| < 2™ — 1. Da ser vi att

e om x > 0 och || < |y| s& kan grodan hoppa till (z — 2"~! y) pa n — 1 hopp, eftersom
|z — 2" + |y| = 2771 — 2 + |y| < 277! — 1, och sen vidare till (x,y) pa det n:te hoppet,

e om y > 0 och |y| < |z| s& kan grodan hoppa till (z,y — 2"~ ') pa n — 1 hopp, eftersom
lz| + |y — 277t = 2771 —y + |o| < 277! — 1, och sen vidare till (z,y) pa det n:te hoppet,

e om ¥ < 0 och || < |y| s& kan grodan hoppa till (z + 2”1, y) pa n — 1 hopp, eftersom

|z + 277 + |yl =27t + 2 + |y| < 27! — 1, och sen vidare till (z,y) pa det n:te hoppet, och

e om y < 0 och |y| < |z| sd kan grodan hoppa till (z,y + 2"~!) p4 n — 1 hopp, eftersom
|| + |y — 277t =277t 4y + |o| < 277! — 1, och sen vidare till (x,y) pa det n:te hoppet.

Da har vi visat att grodan kan hoppa till alla punkter (z,y) med heltalskoordinater sa att x + y dr
udda och |z| + |y| < 2™ — 1 pa exakt n hopp, vilket implicerar induktionssteget.

Pa grund av induktion har vi dirfér att grodan kan hoppa till alla punkter (z,y) med heltalsko-
ordinater sa att x + y ar udda. O

Dirfor dr méngden punkter som grodan kan hoppa till exakt de punkterna (x,y) med heltals-
koordinater sa att = + y ar udda.



Problem 4. En pinne av ldngd 1 delas upp mellan ett upprékneligt antal personer Py, Ps,. ... Forst
véljer P; ett tal Uy likformigt slumpmiéssigt fran intervallet [0, 1] och pinnen delas i en bit av lingd
Uy och en av ldngd 1 — U;. Biten av ldngd U; sparar P; och den andra biten ges till P,. Denne
véljer ett tal Us likformigt slumpméssigt fran intervallet [0, 1] och bryter pinnen i tva bitar av lingd
Uz(1 — Uy) och (1 — Usz)(1 — Uy). Den forsta biten behaller P, och den andra biten ges vidare till
P;, och processen fortsétter sa att personen P, far en bit av lingd U, (1 — U,—1)...(1 — Uy). Vad
ar sannolikheten att biten som varje person far behélla dr kortare dn 1/27

Losningsforslag. Svaret dr 1 — In 2.

Definiera funktionen f : [0,1] — [0,1] s& att f(z) &r den sokta sannolikheten for det motsvarande
problemet dér istéllet pinnen har langd z. Om z < % kan ingen av bitarna vara ldngre &n % och om
T > % kan vi anvinda lagen om total sannolikhet for U;. Vi far pa sa sétt

o= {iffmf(y) dy, ©>1/2"

For x > 1/2 fas efter multiplikation med x och derivering att

f@) +af'(x) = flz) = fz = 1/2) = af'(x) =-1

sa att f(x) = ¢ — Inz for > 1/2. Konstanten ¢ bestidms av 1 = f(1/2) = ¢+ In2 sa f(z) =
1 —In2 —Inz. Det sokta virdet & f(1) =1 —In2.

Anmdrkning: Funktionen f(x) ovan dr en omskalad version av den sd kallade “Dickmann funk-
tionen” p(x) = f(2x) som dyker upp i ett flertal situationer. Till exempel om n viljs uniformt mellan
1 och N for ndgot stort heltal N sd uppskattar p(z) sannolikheten att ppar(n) < '/, dir pmaez(n)
betecknar den storsta primtalsfaktorn av n. For 1 < x < 2 gdller formeln p(z) = 1 — ln(z), men for
x > 2 saknar ¢ en sluten formel.



Problem 5. Astronauten Lisa bygger upp ménsklighetens forsta gronsaksplantage pa Mars. Hon
bygger det utav ett rutnit av hexagonala odlingsmoduler vars alla sidlangder &r 1lm langa. Mitt
ovanfor den mittersta odlingsmodulen placerar hon en ljusspridare som lyser upp alla moduler inom
en cirkel med radie 100m. For att en odlingsmodul ska fungera maste den vara helt upplyst. Givet
att Lisa har fyllt ljuscirkeln med sa manga odlingsmoduler som mojligt, bestdm odlingens omkrets.

Losningsforslag. Lat ljusspridarens position vara origo och lat u, v och w vara tre vektorer som gar
fran origo till tre parvis ej-intilliggande hérn av den mittersta hexagonen. Man ser da att hexagonerna
i rutnétet ligger med centrum i varje punkt som kan uttryckas pa formen au + bv 4+ cw sadana att
3| a+ b+ c. I synnerhet finns det hexagoner i de sex punkterna £99u, +99v, 99w och dessa
hexagoner tangerar ljuscirkeln i punkterna +100u, £100v och +100w som per symmetri delar upp
omkretsen i sex kongruenta “stigar”. Alla dessa &r lika langa, sa for att berékna hela omkretsen
behover vi bara berékna en av stigarnas lingd och multiplicera det med 6.

Betrakta stigen fran A := 100u till B := —100v vars totala forflyttning d&r 100w. Den kommer
besta av en foljd steg av enhetslingd, var och ett i nagon av de sex riktningarna +u, +v, fw. Om
man ritar upp det ser man dock att de enda stegen som kan féorkomma &r de som tar en ndrmare B,
det vill siga w-steg, (—u)-steg och (—v)-steg. Ytterligare maste varje w-steg antingen foljas av ett
(—u)-steg eller ett (—v)-steg och pa samma séitt maste varje (—u)-steg och (—v)-steg foljas av ett
w-steg. Alltsa adr vartannat steg ett w-steg och varannat steg &r ett —u-steg eller ett —uv-steg. Varje
(—u)-steg och (—v)-steg motsvarar ett halvt steg i w-led, sa for att stigen ska motsvara totalt 100
steg 1 w-led far vi att den maste besta av 67 w-steg och 66 (—u eller —v)-steg. Totala antalet steg
runt hela odlingen blir 6 - (66 + 67) = 798.

Svar: 798 m



Problem 6. Lat ABC vara en olikbent triangel med incentrum I och omskriven cirkeln €. Lat M
vara mittpunkten av cirkelbagen pa 2 mellan B och C som innehaller A. Lat D vara skidrningen
mellan linjerna BC och AM. Lat J vara den andra skdrningen mellan linjen DI och den omskrivna
cirkeln av triangeln BIC'. Bevisa att tangenten vid J till den omskrivna cirkeln av triangeln BIC
delar strickan DM i tva lika stora delar.

Losningsforslag. Denna 16sning anvénder riktade vinklar.

Lat 14 vara A-excentrum i triangeln ABC och 1at w beteckna den omskrivna cirkeln av triangeln
BIC. Lat L vara mittpunkten pa strickan DM. Vi kommer bevisa att linjen LJ tangerar w.

Det &r vilkdnt att T4 ligger pa linjen Al och att 141 &r en diameter av cirkeln w.

Fran kordasatsen i punkten D har vi att

DA-DM 2 DB.-DC % DI-DJ

sa M, A, I och J ligger pa en cirkel, som vi betecknar I'.
Da har vi att
IMJIIE ZMAT =90° £ 2141

sa M, J och I4 ligger pa en linje, som vi betecknar £.
Vi har ocksa att
IMJID = /MJI = 90°

sa L dr centrum for den omskrivna cirkeln av triangeln DM L. Diarmed har vi ocksa att ZMJL =
ZLMJ, vilket ger att

AIAJLéAMJL:ALMJzéAMJLAAIJ:AIAIJ

sa linjen LJ tangerar w pa grund av korda-tangentsatsen, vilket var vad vi ville visa.




Problem 7. Lat n vara ett positivt heltal. Oskar far en pase med n olika positiva heltal och skriver
upp alla méjliga tal pa formen xy + z pa en tavla, dir z, y och z dr (inte nédvindigtvis olika) tal
fran pasen. Givet n, bestdm det minsta antal olika tal som Oskar kan ha skrivit upp pa tavlan.

Losningsforslag. For en méngd S av n positiva heltal, 1at
T(S)={ay+z|z,y,2€ S}

Vi hiivdar att den minsta mdjliga storleken pa T'(S) &r n? +n — 1.
Lemma 1. Om S = {1,...,n} sd &r |T(S)|=n?+n — 1.

Bevis av Lemma 1. Om S = {1,...,n} s& #&r det uppenbart att T(S) = {2,...,n? + n}. DA har vi
att |T(S)| = n? +n — 1, vilket var vad vi ville visa. O

Lemma 2. Fér alla méngder S av n positiva heltal géller att |T'(S)| > n? +n — 1.

Bevis av Lemma 2. Lat e vara det minsta elementet i S och lat F vara det storsta elementet i S.
Vi hivdar att alla tal pa formerna

(i) E + z, ddr x,z € S, och
(i) e + z, dir z € S\{E}
ar parvis distinkta. Att detta dr sant kan vi se genom foljande falluppdelning:

e Om 21 F + 21 = xoF + 29 sa far vi att z; = 2o genom att betrakta ekvationen modulo FE.
Dérefter far vi direkt att (z1,21) = (22, 22).

o Om €% + z; = 2 + 25 s& méste z; = 2.
e Notera att €2 +2; <e? + E<eE+e<aE+ 2 forallax,z €8, 2 € S\{E}.

Eftersom det finns n? tal pa formen (i) och n — 1 tal pa formen (ii) i T(S) sa foljer det att
|T'(S)| > n?+n —1 for alla mingder S av n positiva heltal. O

Dirmed dr det minsta antalet olika tal som Oskar kan ha skrivit upp pa tavlan lika med n?+n—1.



Problem 8. Bestdm alla funktioner f: N — N som uppfyller att

N N
k=1 k=1
for alla N,aq,...,an € N. (Héir betecknar d(n) antalet delare av n.)

Losningsforslag. Vi hivdar att funktionerna f(n) = cn, dir ¢ dr ett godtyckligt positivt heltal,
utgor alla l6sningar till funktionalekvationen. Det &r uppenbart att alla dessa funktioner uppfyller
funktionalekvationen.

Lemma 1. Om z och y &r positiva heltal sa att
d(Nz) < d(Ny)
for alla N € N, sa maste z | y.

Bevis av Lemma 1. Lat x och y vara positiva heltal med = f y. Vi kommer visa att det existerar
nagot N € N for vilket d(Nz) > d(Ny).

Eftersom z t y existerar det ett primtal p for vilket v,(z) > v (y).

Betrakta N = yZp~E»» () for nagot positivt heltal E. D4 har vi att

d(Nz) - vp(x)+1 H (Evg(y) + vg(z) +1)
ANy = ) + 1L B D) 1 1)
q#p
vp(z)+1

Eftersom hogerledet tenderar till > 1 nédr F gar mot oo sa existerar det nagot E for vilket

Vpo(y)JFl
hogerledet dr storre d&n 1. Darmed far vi att

vilket var vad vi ville visa. [
Genom att anvéinda Lemma 1 pa den givna funktionalekvationen far vi att

N N

> ‘ > flax)

k=1 k=1

for alla N,aq,...,ay € N.
Déirfor maste n | f(n) for varje n € N. Lat g(n) = 2% For alla A,n € N har vi da att

n

An+ 1| Af(n)+ f(1)
An+1|An-g(n)+g(1)
An+1] —g(n) +g(1)

sa g(1) — g(n) har oéndligt manga delare och maste dérfor vara lika med 0.

Vi far da att alla l6sningar till funktionalekvationen uppfyller att f(n) = en for alla n € N, for
nagot ¢ € N, vilket var vad vi ville visa.



Problem 9. Lat ay, ao, as, ..., vara en oéndlig f6ljd av distinkta positiva heltal och lat N vara ett
positivt heltal. Det visar sig att for varje heltal n > N sa ar a,, lika med det minsta positiva heltalet
som inte kan skrivas som en summa av olika element i méngden {aq,...,an—1}.

Bevisa att det existerar ett positivt heltal M sa att a,, = 2a,,_1 for alla m > M.

Losningsforslag 1. Let S, = a1 + -+ + a,, and let z,,, = S, + 1 — @y 41. Note that

e x, > 0 since we definitely can’t express S, + 1 as a sum of the numbers from {a1,...,am},
and so ap41 < S+ 1

® Ty — Tyl = Ao — 24,41 > 0, since you can write any number from 0 to a,,41 — 1 using
only the numbers aq,...,a, and so you can write any number between a,,+; and 2a,,41 — 1
by adding a,,+1, implying that a,,42 is at least 2a,,4+1

But the two observations above show that z,, is a non-increasing sequence of positive numbers, and
hence it’s eventually constant. And when it’s constant, we must have a,,12 = 26.,41-

Losningsférslag 2. Lat A, beteckna méngden {ai,...,a,} och 1lat S, = Y ;_, ay, for varje n € N.
Lat vidare x,, beteckna méngden av positiva heltal mindre &n eller lika med .S,, som inte kan skrivas
som en summa av element i médngden A,,.

Notera att det for varje n > N giller att

{Sn +1 om Y, =0
Ap41 = . .
min(y,) annars

Notera att foljden (a,) &r obegrinsad. Déarfor kan vi viilja ett positivt heltal M sa att M > N
och apr > Sy.

Lemma 1. For varje n > N giller att a,4+1 > 2a,.

Bevis av Lemma 1. Att a, #&r lika med det minsta positiva heltalet som inte kan skrivas som en
summa av element i méngden A,,_; innebér att alla positiva heltal i médngden {1,...,a, — 1} kan
skrivas som en summa av element i mingden A, _1. Da kan alla positiva heltal i mingden

{1,...,an =1} U{a,} U{a, +1,...,an + (a, — 1)}

skrivas som en summa av element i miangden A,,.
Dirfor maste ap+1 > an + (anp, — 1) = apy1 > 2a, for varje n > N. O

Lemma 2. For alla positiva heltal b och n géller att b € x,, <= S,, — b € xn.

Bevis av Lemma 2. Det ricker med att visa att b ¢ x,, = S, —b ¢ x,, for alla b < S,.
Om b ¢ x, s ér b lika med summan av elementen i en delmiingd B av A,,. Notera da att S, —b
dr lika med summan av elementen i delméngden A,\B av A,, och dirmed &r S,, — b & xy. O

Lemma 3. For varje m > M giller att x,, = 0 och ama1 = 2am,.

Bevis av Lemma 8. Fran Lemma 1 foljer att

Am+1 Am+1

Sm:SN+(aN+1++am)<aM+(2m7N+—|— 21 )<2a;m+1.

Antag att x,,, # 0. Da har vi att a,,11 = min(y,,). Fran Lemma 2 har vi da att S, —am+1 € Xom-
Tillsammans med olikheten ovan far vi da att

A1 = MIN(Xm) < S — A1 < A1

vilket &r en motségelse.
Dirfor maste vi ha y,,, = 0 for varje m > M. D& far vi att

ams1 = Sm +1=(Sm-1+am) +1=2a,
vilket var vad vi ville visa. O

Fran Lemma 3 far vi att a,, = 2a,,_1 for alla m > M.



Problem 10. Lat P vara ett icke-konstant heltalspolynom med positiv ledande koefficient. For
varje positivt heltal n, visa att det finns ett heltal ¢ sddant att P(x) + ¢ dr ett primtal for minst n
olika heltal x.

Losningsforslag. Vi kan byta ut P(z) mot P(x — a) + b for vilka heltal a och b som helst och visa
problemet for det polynomet istéllet. Diarmed kan vi utan inskrinkning anta att P(1) = 0 och att
P(z) &r strikt okande for « > 0.

Betrakta funktionen

Q) = max (Pli+1) = (i)
ddr m € N. 3
Notera att QQ(m) > 0 eftersom P(x) &r strikt ckande for » > 0. Notera dven att for tillrickligt
stora m € N s kommer Q(m) = P(m + 1) — P(m).
For varje m € N, betrakta méngderna

och
L, = {p(k) | ke N, pe Sm}

Eftersom P(k + 1) — P(k) < Q(m) for varje heltal 1 < k < m sa kommer varje heltal mellan
1=P(1)+1och P(m+1)+ Q(m) att forekomma i L,,.
Betrakta vad som hénder nédr m € N gar mot oo. Fran primtalssatsen far vi att det kommer

P(m+1)+Q(m) _ _md : ~ .
att finnas © (log(P(7n+1)+Q(7n))) =0 (log(m)) primtal mellan 1 och P(m + 1) + Q(m). Da kommer

L,, att innehalla atminstone Q (%) primtal. Notera att |S,,| = ©(Q(m)) = ©(m®*1!). Fran
ladprincipen far vi da att det existerar ett polynom p € Sy, sa att p(k) &r ett primtal fér atminstone

L (%/md*) =Q (%) olika heltal k.
For tillrackligt stora m € N sa kommer det dérfor att existera nagot polynom p € S, sa att p(k)

ar ett primtal for atminstone n olika heltal k, vilket var vad vi ville visa.
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Problem 11. Lat ABC vara en triangel med incentrum I och omskriven cirkel €. Lat reflektionen
av linjen BC over linjen AI skdra i punkterna P och Q. Bevisa att den omskrivna cirkelns
medelpunkt av triangeln PIQ ligger pa €.

Losningsforslag 1. Denna 16sning anvander riktade vinklar.

Lat I vara A-excentrum i triangeln ABC, lat M vara den andra skdrningen av linjen Al med
Q och lat D vara skdrningen mellan linjen Al och sidan BC. Lat O vara medelpunkten fér den
omskrivna cirkeln av triangeln ABC och lat O’ vara medelpunkten fér den omskrivna cirkeln av
triangeln PIQ. Lat w beteckna den omskrivna cirkeln av triangeln BIC' och lat T' beteckna den
omskrivna cirkeln av triangeln PI(Q).

Det &r vilkdnt att T4 ligger pa w och att M &r medelpunkten av w.

Om AB = AC sa ligger O’ = M uppenbarligen pa ). Fortsittningsvis kan vi dérfor anta att
AB # AC, vilket implicerar att punkterna A, B, C, M, D, P, I, QQ och I4 dr parvis distinkta.

Fran kordasatsen i D far vi att

DP-DQ 2 DB-DC % DI- DIy

sa I4 ligger pa I.
Lat B’ vara reflektionen av B 6ver linjen AI. Notera att B’ ligger pa w eftersom medelpunkten
M av w ligger pa linjen AI. Notera dven att B’ ligger pa den omskrivna cirkeln av triangeln CM D,
eftersom
LDMC = LAMC = LABC = ZABD = /DB'A= /DB'C.

Fran kordasatsen i A far vi da att

AD - AM “EP) AC . AB' £ AT - Al

Eftersom linjen AO é&r reflektionen i linjen Al av héjden fran hornet A i triangeln ABC' sa far
vi att AO 1L PQ. Vidare, eftersom OP = OQ sa dr AO mittpunktsnormalen av strickan PQ, vilket
ger oss att AP = AQ.

Notera déarfor att

/DMP = /AMP = ZAQP = ZQPA = /ZDPA

vilket innebér att linjen AP tangerar den omskrivna cirkeln av triangeln DM P, pa grund av korda-
tangentsatsen. Fran kordasatsen i A far vi da att

ApP2 PUB) Ap . AM = AT - AL

vilket implicerar att linjen AP tangerar I". Pa samma sitt far vi dven att linjen AQ tangerar I'.
Dérfor maste A, P, O’ och @ ligga pa en cirkel, nimligen cirkeln 2, vilket var vad vi ville visa.
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Losningsforslag 2. Lat Q beteckna den omskrivna cirkeln av trianglen ABC och lat o beteckna
dess inskrivna cirkel.

Pa grund av symmetri dr strackan PQ tangent till o. Vidare har vi da enligt Poncelets porism
att det existerar en punkt R pa € sa att o dr den inskrivna cirkeln av trianglen PQR.

Dérmed &r I incentrum av triangeln PQR, vilket betyder att den omskrivna cirkelns medelpunkt
av triangeln PI() maste ligga pa den omskrivna cirkeln av triangeln PQR, som #r precis 2, vilket
var vad vi ville visa.

Losningsforslag 3. Lat Q = Qq, Q5 och Q3 beteckna de omskrivna cirklarna av trianglarna ABC,
BIC och PIQ, respektive, och lat O1, O3 och O3 beteckna de respektive cirklarnas medelpunkter.
Notera att Os ligger pa 2.
Enligt radikalaxelsatsen for 21, 25 och Q3 far vi att linjen 705 maste vara radikalaxeln av cirkk-
larna 5 och Q3. Darmed é&r linjen O203 vinkelrédt mot linjen 105, vilket implicerar att ZA0,03 = 7.
Slutligen, eftersom linjen AQO; &r reflektionen av hojden fran A till BC 6ver linjen Al har vi att
A maste ligga pa mittpunktsnormalen av strickan PQ. Darfor dr punkterna A, O; och Oz kolinjéra.
Dérmed maste Og vara den punkt sa att AOs dr en diameter i cirkeln ©;. Med andra ord ligger
den omskrivna cirkelns medelpunkt av triangeln PIQ pa €2, vilket var vad vi ville visa.
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Problem 12. Bestim alla reella tal § med egenskapen att det existerar en odndlig foljd (z,,)52; av
positiva reella tal sa att

Tp_1=1=xp -n"" och — >uz,

nf

for alla positiva heltal n > 1.

Losningsforslag. Vi hivdar att det existerar en odndlig {6ljd (z,)5; av positiva reella tal som
uppfyller de givna villkoren om och endast om 6 < 1.
Lat (%) beteckna ekvationen x,,_1 = x,, - n®* och lat (f) beteckna olikheten % > x,,.

Lemma 1. Om 0 > 1 finns det inga foljder (x,,)22; av positiva reella tal som uppfyller (x) och ().

Bevis av Lemma 1. Antag att det existerar ett reellt tal § > 1 och en odndlig foljd (z,)5%; av
positiva reella tal som uppfyller (x) och ().
For alla positiva heltal n > 1 far vi da att

n — = = .
. . <
k=2 k=2 k=2
Tar vi logaritmen pa bada sidor far vi att
" Jog(k
0log(n) < a1 Z k(e )
k=2

Notera att

eftersom ml%# < k=% for alla tillréickligt stora k (och —03—1 < -1).
Déremot har vi att
lim #log(n) = oo

n—oo

vilket leder till en motségelse.
Dirfor finns det ingen {6ljd (x,,)22; av positiva reella tal som uppfyller (x) och (f) da 6 > 1. O

Lemma 2. For alla § <1 finns det f6ljder (x,,)22; av positiva reella tal som uppfyller (x) och ().

Bevis av Lemma 2. Vi hdvdar att det existerar en f6ljd (x,)52; av positiva reella tal sa att
Tp_1 =Ty -n" och xz1>nx,

for alla positiva heltal n > 1.
Notera att ekvationen y = x - n® alltid har en positiv 16sning for x for alla y € RT och n € N.
Dérfor finns det en f6ljd (z,,) som uppfyller (x) och som har

> 1 n
T max < nlo .
L= nZ%c &n n—1

[Hogerledet ovan dr dndligt eftersom

n
nlos. (ni’l) _ log((lJrﬁ) ) < log ((1+1)2(n—1)> s

log(n) n—1

for alla tillrdickligt stora n.)
Antag att denna f6ljd inte uppfyller att z; > nx,, for alla n € N. Da existerar det ett minsta
N € N for vilket 1 < Nxy. (Notera att vi nodviindigtvis har N > 2). D4 far vi att

r1 ) T1 21
> _ = -NIN 7-NN
No1 =N T Y

N

vilket &r en motsigelse.
Alltsa uppfyller var konstruerade f6ljd (z,)52; bade (x) och 21 > nz, (och ddrmed &ven (}),
eftersom 0 < 1) for alla positiva heltal n > 1, vilket var vad vi ville visa. O
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Dirmed finns det odndliga foljder (x,,)52 ; av positiva reella tal som uppfyller (x) och (}) for alla
positiva heltal n > 1 om och endast om 0 < 1.

14



Problem 13. Emil har n stenar vars vikter ar 1,2,...,n kilo. Igar satte han en lapp pa varje sten
som visade dess vikt, men han ar orolig att hans kompis Ivar spelat honom ett spratt och bytt plats
pa lapparna under natten. Emil vill avgora om lapparna sitter rétt eller inte genom att gora ett
antal vigningar pa sin balansvag. Varje viigning far han reda pa vilken vagskal som &ar tyngst eller
ifall bada sidorna véger lika mycket. Emil vill géra ett antal vigningar som garanterat avslojar ifall
lapparna dr omkastade. Hur manga vigningar behover han gora?

Ni far fler podng ju firre vigningar er losning anvinder!

Losningsforslag. Som problembeskrivningen antyder sa dr detta en ganska 6ppen fraga med fler
olika I6sningar. Vi visar hér en véldigt effektiv 16sning som bara kraver

2[logy(n)] + 1

végningar. SAg att en sten dr “bestimd” om Emil vet att lappen som star pa den &r korrekt.
Borja med att viga 142 mot 3, sedan 1+ 2+ 3 mot 6, sedan 1+ 2+ 34 6 mot 12 o.s.v. I varje
steg, viig alla stenar som tidigare viigts mot stenen som ska viga lika mycket. Talet pa den ensamma
stenen fordubblas da efter varje vagning dnda tills summan av alla stenar som vigts ar storre dn n.
Talet pa den sista stenen som viigts blir da 3 - 211°87/3]  Alla tal pa stenarna som hittills viigts, lat
oss kalla denna méngd X, kan nu kombineras och ge vilken heltalssumma som helst mellan 1 och
6 - 2Uloen/3] (tink bindra tal fast ganger tre). I synnerhet kan vi viilja nagra stenar fran X vars tal
summerar till n och véiga dessa mot n, sa vi gor just det. Sammanlagt har vi nu anvént som hogst

{10g2(§)—| +2

vagningar. Om vid nagon av dessa vigningar bada skalarna inte viger lika mycket sa vet Emil direkt
att lapparna dr ombytta. Samma sak géller hela tiden, sa vi antar hidanefter att resultatet av varje
végning dr det forvintade. Om sten 1 och 2 bada dr mérkta rétt sa maste alla andra stenar som
hittills véigts (Hela X samt n) ocksa vara det. Om 2 och 1 &r felmérkta maste de antingen vara
ombytta med varandra eller sa &dr deras sammanlagda vikt > 3, vilket skulle innebéra att alla vigda
stenar inklusive sten n skulle viga mer dn deras mérkta tal, vilket ju inte &r mojligt. Vi maste dock
fortfarande forsidkra oss att sten 1 och 2 inte &r ombytta, vilket relativt enkelt kan goras pa 1 drag.
Vi har pa sa sitt bestamt alla stenar i X samt stenen mérkt med n.

Lat nu Y vara méngden stenar som &dnnu inte dr bestdmda. Vi visar nu hur alla dessa kan
bestdmmas pa [log, n] drag. Vi utnyttjar det faktum att ett tal dr unikt bestdmt av dess [log, n]
siffror i binért. For varje heltal k < [logy n], lat Ly och Uy beteckna mingden av alla tal i Y vars
k:te siffra i binért dr lika med 0 respektive 1. Resten av algoritmen beskrivs bést i pseudokod:

for k=1,...,[logyn]: do
if sum(Ly) < sum(Uy): then
lagg hela Ly vid vagskal 1
while summan av stenarna vid vagskal 1 ar storre &n de vid vagskal 2: do
lagg en sten fran Uy vid vagskal 2. Borja med den med hogst tal.
end while
Lat D vara hur mycket mer stenarna vid vagskal 2 viiger &n stenarna vid vagskal 1 om alla
etiketter ar riatta. Obs: D < n.
Vilj stenar fran X som tillsammans viger D och lagg vid vagskal 1.
Utfor vigningen!
else
ldgg hela Uy vid vagskal 2
while summan av stenarna vid vagskal 2 dr storre dn de vid vagskal 1: do
ldgg en sten fran Ly vid vagskal 1. Borja med den med légst tal.
end while
Lat D vara hur mycket mer stenarna vid vagskal 1 viger én stenarna vid vagskal 2 om alla
etiketter ar riatta. Obs: D < n.
Vilj stenar fran X som tillsammans viger D och lagg vid vagskal 2.
Utfor véagningen!
end if
end for

Pastaende: Efter k iterationer av denna algoritm har Emil bestdmt de forsta k binédra siffrorna
av alla stenars vikt.
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Bevis av pastaende: Per induktion, anta att Emil kidnner till de forsta £ — 1 binéra siffrorna av
alla stenar. I iteration k &r da stenarna i vagskal 1 sammanlagt sa ldtta som de kan vara om de &r
mérkta ratt. Pa samma sétt ar stenarna i vagskal 2 sa tunga de kan vara om de dr méarkta ritt. Om
stenarna i vagskal 1 och 2 inte &r de som Emil tror ligger dér sa skulle alltsa vagskal 1 véiga mer &n
vagskal 2.

Om bada skalarna viger lika mycket, vilket de borde gora om alla stenar dr ritt markerade, sa
vet alltsd Emil vilka stenar som ligger i bada vagskalarna. I fall 1 innebér detta i synnerhet att han
vet vilka som &r i Ly och i fall 2 innebér detta att han vet vilka som ar i Uy. I vilket fall vet alltsa
Emil exakt vilka stenar i Y som &r i Ly och vilka som éar i Uy, vilket bevisar pastaendet. O

Efter k iterationer vet alltsa Emil de k forsta binéra siffrorna av alla stenars vikter och han kan
dérmed forsdkra sig att alla stenar viger sa mycket som deras etikett visar. Totalt anvéandes

lloga ()] +2 + logy(n)]
<[2logy(n)] +1

vigningar.

Anmdrkning: Detta dr inte en optimal l6sning, men det gar inte att lGsa problemet med firre
in [logs(n)] vigningar. Anledningen dr att varje vigning endast grupperar stenarna i tre delar: de
i vagskal 1, de i vagskal 2 samt de utanfor. For att sdikerstilla att inga tva lapparna dr ombytta
maste varje par av stenar vid nagon vigning placeras i olika grupper och detta kriver just [logs(n)]
vagningar.
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