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Oppen tavling den 15-17 maj 2025

Skrivtid: 5 timmar

Hjalpmedel: endast penna, sudd, passare och linjal
Varje problem ar vart 7 poang.

For full poéng kravs motivering om inget annat anges.

Problem 1. En rektangel &r indelad i n mindre rektanglar som alla ska malas i olika féarger.
Dessférinnan maste malartejp séttas ldngs kanterna runt alla rektanglar. Vad &r det minsta an-
talet tejpbitar som behdvs om inga tejpbitar far 6verlappa?

Problem 2. Lat n och k vara positiva heltal med n > max{k, 3}. Alice och Bengt spelar ett spel
pa en (oriktad och enkel) graf G. I borjan av spelet ar G en komplett graf pa n noder. Varje runda
valjer Alice forst ut k kanter fran G, och sedan tar Bengt bort en av de kanterna som Alice valt ut.

Spelet tar slut nér G bara har n—1 kanter kvar. Da vinner Alice vinner om G ar sammanhéngande
och annars vinner Bengt. Vad ar det storsta positiva heltalet &, i termer av n, sa att Alice vinner
om bada spelarna spelar optimalt?

Problem 3. En groda befinner sig i punkten (0, 0) i planet och bérjar hoppa. Grodan gor forst ett
hopp av langd 1 och hoppar sedan dubbelt sa langt for varje hopp. Alla hopp gors parallellt med
nagon av axlarna. Vilka punkter kan grodan na genom att hoppa pa detta satt?

Problem 4. En pinne av lingd 1 delas upp mellan ett upprakneligt antal personer Py, Ps,.... Forst
véljer Py ett tal Uy likformigt slumpmaéssigt fran intervallet [0, 1] och pinnen delas i en bit av langd
Uy och en av langd 1 — U;. Biten av langd U; sparar P; och den andra biten ges till P,. Denne
véljer ett tal Us likformigt slumpmaéssigt fran intervallet [0, 1] och bryter pinnen i tva bitar av langd
Us(1 — Up) och (1 — Uz)(1 — Uyp). Den forsta biten behaller P, och den andra biten ges vidare till
P5, och processen fortsitter sa att personen P, far en bit av lingd U, (1 — U,—1)...(1 — U;). Vad
ar sannolikheten att biten som varje person far behalla &r kortare &n 1/27

Problem 5. Astronauten Lisa bygger upp ménsklighetens forsta gronsaksplantage pa Mars. Hon
bygger det utav ett rutndt av hexagonala odlingsmoduler vars alla sidlangder ar 1m langa. Mitt
ovanfor den mittersta odlingsmodulen placerar hon en ljusspridare som lyser upp alla moduler inom
en cirkel med radie 100m. Fér att en odlingsmodul ska fungera maste den vara helt upplyst. Givet
att Lisa har fyllt ljuscirkeln med sa manga odlingsmoduler som mdgjligt, bestdm odlingens omkrets.

Problem 6. Lat ABC vara en olikbent triangel med incentrum I och omskriven cirkeln Q. Lat M
vara mittpunkten av cirkelbagen pa 2 mellan B och C som innehaller A. Lat D vara skédrningen
mellan linjerna BC' och AM. Lat J vara den andra skdrningen mellan linjen DI och den omskrivna
cirkeln av triangeln BIC. Bevisa att tangenten vid J till den omskrivna cirkeln av triangeln BIC
delar striackan DM i tva lika stora delar.



Problem 7. Lat n vara ett positivt heltal. Oskar far en pase med n olika positiva heltal och skriver
upp alla majliga tal pa formen xy 4 z pa en tavla, dar z, y och z &r (inte nddvandigtvis olika) tal
fran pasen. Givet n, bestdm det minsta antal olika tal som Oskar kan ha skrivit upp pa tavlan.

Problem 8. Bestdm alla funktioner f: N — N som uppfyller att

N N
d(Z ak> < d(Z f(ak)>
k=1 k=1
for alla N,aq,...,any € N. (Har betecknar d(n) antalet delare av n.)

Problem 9. Lat aj, as, as, ..., vara en oandlig foljd av distinkta positiva heltal och lat N vara
ett positivt heltal. Det visar sig att for varje heltal n > N sa &r a, lika med det minsta positiva
heltalet som inte kan skrivas som en summa av olika element i méngden {ay,...,an_1}.

Bevisa att det existerar ett positivt heltal M sa att a,, = 2a,,_1 for alla m > M.

Problem 10. Lat P vara ett icke-konstant heltalspolynom med positiv ledande koefficient. For
varje positivt heltal n, visa att det finns ett heltal ¢ sadant att P(x) 4 ¢ &r ett primtal for minst n
olika heltal z.

Problem 11. Lat ABC vara en triangel med incentrum I och omskriven cirkel 2. Lat reflektionen
av linjen BC &ver linjen Al skira € i punkterna P och (). Bevisa att den omskrivna cirkelns
medelpunkt av triangeln PIQ ligger pa (.

Problem 12. Bestam alla reella tal § med egenskapen att det existerar en odndlig {6ljd (z,,)52; av
positiva reella tal sa att

T
Tp1 = Zp -n*" och —; >z,
n
for alla positiva heltal n > 1.
Problem 13. Emil har n stenar vars vikter ar 1,2,...,n kilo. Igar satte han en lapp pa varje sten

som visade dess vikt, men han ar orolig att hans kompis Ivar spelat honom ett spratt och bytt plats
pa lapparna under natten. Emil vill avgéra om lapparna sitter ratt eller inte genom att gora ett
antal vigningar pa sin balansvag. Varje vagning far han reda pa vilken vagskal som &r tyngst eller
ifall bada sidorna véger lika mycket. Emil vill géra ett antal vigningar som garanterat avsléjar ifall
lapparna ar omkastade. Hur manga végningar behover han géra?

Ni far fler podng ju farre vagningar er l6sning anvdnder!



