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Problem 1. Sofia har en balansvag samt nio vikter som véger 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280,
respektive 1410 gram. Hur kan hon balansera dessa vikter pa vagen utan att det blir nagra 6ver?
Endast svar kravs.

Skal1 1410 g 320 g 160 g 80 g, 10 g
Skal 2 1280 g, 640 g, 40 g, 20 g

For att komma fram till denna 16sning kan man till exempel placera vikterna pa vagen i storleks-
ordning fran storst till minst och alltid ldgga nésta vikt pa vagskalen som vid det laget har minst
vikt pa sig.

Loésningsforslag.



Problem 2. Cecilia hiiller tre liter vatten i en rektangulér glasbehallare med lock. Nér hon ldgger
den pa ett bord blir vattennivan 8 cm, 4 cm eller 15 cm beroende pa hur hon roterar den. Vad &r
behallarens volym?

15 cm
8 cm

]4 cm

Lo6sningsforslag. Lat den rektangulira glasbehallaren ha dimensioner ¢ cm X b cm x ¢ cm.
Eftersom volymen vatten i behéllaren ir 3 L = 3000 cm? har vi att

8ab = 3000
4bc = 3000
15¢ca = 3000

Multiplicerar vi ihop dessa ekvationer far vi att
— 8ab - 4bc - 15¢a = 30003
—25.3.5- (abc)* =2°-3.5°
= (abc)* = 2* 3% .58
— abc =2%.3-5% = 7500

s volymen av den rektanguldra glasbehéllaren &r: ¢ cm x b cm x ¢ cm = 7500 cm?® = 7.5 L.



Problem 3. Ett palindromtal #r ett tal som &ar likadant baklinges som framléinges, till exempel
494. Om du multiplicerar ihop alla tresiffriga palindromtal, hur manga nollor slutar produkten pa?

Losningsforslag. Antalet nollor i slutet av produkten ér lika med antalet ganger som 10 delar
produkten. Notera att 10 = 5 - 2, sa vi behover hitta hur manga ganger 5 och 2 delar produkten.

Notera att palindromtalen pa formen 5X5, dar 0 < X < 9, &r de enda tresiffriga palindromtalen
delbara med 5. For X # 2,7 sa dr dessa palindromtal delbara med 5 exakt en gang, och for X = 2,7
sa ar de delbara med 5 exakt tva ganger. Darfor dr produkten av alla tresiffriga palindromtal delbar
med 5 tolv ganger.

Notera att produkten av alla tresiffriga palindromtal &r delbar med 2 atminstone tolv ganger,
eftersom alla palindromtal pa formerna 2X2 och 4X4, dir 0 < X <9, &r delbara med 2 atminstone
en gang var.

Dérfor slutar produkten av alla tresiffriga palindromtal pa exakt

Svar: tolv stycken nollor.



Problem 4. Theodor gor en triangel genom att halvera ett 1 dm x 1 dm kvadratiskt pappersark
langs diagonalen. Han viker sedan ver hornet A till punkten A’ sa att vecket M N bildas (ddr M
och N ligger pa AB respektive AC) och sa att A’N blir vinkelrét mot BC'. I vilket forhallande delar
A’ strickan BC?

B N ¢

Losningsforslag. Liangden pa AN fordndras inte under vikningen, alltsa &r

_ AN — sin(45°)NC — L N _
AN = A'N =sin(45 )NC—\/iCN<:> AN_ﬂ.

Transversalsatsen ger sedan
cA” CN
_N

BA" AN
Svar: A’ delar strickan BC i delarna BA’ och C A’ som har forhallandet 1 : v/2.




Problem 5. En groda befinner sig i punkten med koordinater (0,0) i planet och borjar hoppa.
Grodan gor forst ett hopp av ldngd 1 och hoppar sedan dubbelt sa langt for varje hopp. Alla hopp
gors parallellt med nagon av koordinataxlarna. Vilka punkter kan grodan na genom att hoppa pa
detta satt?

Losningsforslag. Notera att grodan endast kan na punkter med heltalskoordinater (z,y) sa att
x + y &ar udda. Detta eftersom x + y &r udda efter férsta hoppet och férblir udda eftersom alla hopp
efter det forsta ar av jimn ldngd. Vi hivdar att grodan kan na alla dessa punkter.

Lemma 1. Lat n € N. Grodan kan hoppa till alla punkter (x,y) med heltalskoordinater dir x + y
dr udda och |z| + |y| < 2™ — 1 pa exakt n hopp.

Obs: En alternativ l6sning hittas i l6sningsforslagsdokumenet for hogstadietdvlingen

Bevis av Lemma 1. Vi kommer att bevisa lemmat genom induktion pa n.
Basfall (n = 1): Pa sitt forsta hopp kan grodan hoppa till (1,0), (0,1), (—1,0) eller (0, —1), vilket
omfattar alla punkter (z,y) med heltalskoordinater s& att x + y #r udda och |z| + |y| < 2* — 1.
Induktionssteg (n > 1): Notera att grodan kan hoppa till alla punkter (z’,y’) med heltalskoordi-

nater s att 2’ 4+ 5 fr udda och |2'| + |y'| < 277! — 1 pa exakt n — 1 hopp. Betrakta en punkt (z,y)
med heltalskoordinater s& att « + y dr udda och |z| + |y| < 2™ — 1. Vi har att = # y eftersom x +y
ar udda. PA grund av symmetri kan vi anta att z > y > 0. Punkten (z — 2"~ ! y) #ir udda eftersom
n > 1 och vi har:

22"t -2 4yl =z -2ty <2 —1-—2nl=2nt

r<2" sz -2t 4 yl=2""—pty=2"""—(z—y)<2"1 -1
Vi har d& enligt induktionsantagandet att (x — 277!, y) kan nas efter n— 1 drag och diirfor kan (z, )
nas efter n hopp (hopp nummer n &r av lingd 2771).

Da har vi visat att grodan kan hoppa till alla punkter (x,y) med heltalskoordinater sa att = +y
dr udda och |z| + |y| < 2™ — 1 pa exakt n hopp, vilket implicerar induktionssteget. O

Déirfor dr méngden punkter som grodan kan hoppa till exakt de punkterna (z,y) med heltals-
koordinater sa att x + y ar udda.



Problem 6. I ett triviaspel ser spelplanen ut som i figuren nedan. Tre spelare, A, B, och C bérjar
i varsitt horn pa planen. I varje runda gar de sedan ett steg lings med en pil. De far bara ga i den
riktning som pilen pekar. I slutet har alla spelare gatt 20 steg. Bevisa att alla spelare slutar pa olika
rutor.

A

B Cc

Losningsforslag. Rutorna kan fiarglaggas roda, blaa och gréna som pa bilden:

A

Varje drag maste man da ga fran en bla till en réd, fran en rod till en gron eller fran en gron till
en bla ruta. Alla spelare borjar pa olika fargade rutor och kommer dérmed fortsétta vara pa olika
fargade rutor efter varje runda. I synnerhet &r alla spelare pa olika rutor efter 20 rundor, vilket skulle
visas.



Problem 7. Fibonaccitalen 1,1,2,3,5,8,13,21,... &r talféljden man far om man borjar med tva
ettor och sedan beriknar nésta tal genom att addera de tva foregaende talen med varandra.

(a) Skriv heltalen 1,2,3,4,...,20,21 i en cirkel i ndgon ordning sa att skillnaden mellan tva tal
bredvid varandra alltid &r antingen 8 eller 13.

(b) Lat a, b och n vara tre pa varandra f6ljande Fibonaccital. Bevisa att det alltid gar att skriva
talen 1,2,...,n i en cirkel sa att skillnaden mellan tva tal bredvid varandra alltid &r antingen
a eller b.

Loésningsforslag. (a)

For del (b) visar vi tva losningar.

Lésning 1. Vi anvédnder induktion.

Induktionsbas: For a =1, b = 1 och n = 2 &r pastaendet sjalvklart.

Induktionshypotes: Anta att talen 1,...,n kan skrivas i en cirkel sa att skillnaden mellan tva tal
alltid 4r antingen a eller b fér nagra pa varandra foljande Fibonaccital a, b och n.
Induktionssteg Fibonaccitalet efter n dr ju n 4+ b, sa vi maste alltsa visa att talen 1,...,n+ b kan
skrivas i en cirkel sa att skillnaden mellan grannarna antingen &ér b eller n. Borja med att skriva ner
talen 1,...,n runt cirkeln som i induktionshypotesen. Vi far da att

o Forallak=1,...,aérk—b < 1ochk—a < 1. Alltsa maste k ha k+a och k+b som grannar.

e Forallak=a+1,...,bsaér k—b<1ochk-+0b>n. Alltsa maste k ha k + a och k — a som
grannar.

e Forallak=b+1,...,nsaédr k+a >noch k+0b > n. Alltsa maste k ha k —a och k — b som
grannar.

Alla tal k = 1,...,b har alltsa k + a som en granne, medan resterande tal pa cirklel inte har det.
For alla k =1,...,b, skriv in talet k + n mellan k& och k + a. Denna metod liagger till varje tal fran
n+1 till n+b pa cirklen vilket innebér att det pa cirkeln nu star alla tal fran 1 till n+b. Ytterligare
ar alla grannar som skiljde sig med a separerade fran varandra och alla nya tal skiljer sig fran sina
grannar med antingen b eller n. Vi har pa sa sétt visat att talen 1,...,n+ b kan skrivas runt cirkeln
sa att alla tal skiljer sig fran sina grannar med antingen n eller n+ b. Detta slutfor induktionssteget.

Losning 2. Tva pa varandra foljande Fibonaccital &r alltid relativt prima - ett lemma som bade
dr vialkdnt och kan bevisas snabbt med induktion. Lat a, b och n vara tre pa varandra foljande
Fibonaccital. Pa cirkeln, skriv talen si,...,s, enligt formeln s; = 1+ (ib % n) (dir %n betecknar
resten efter division med n). Eftersom b och n ér relativt prima far vi varje tal mellan 1 och n exakt
en gang. Differensen mellan termerna blir dessutom

k1 — Sk =(k+1)b—kb=b (mod n)
och eftersom differenserna ocksa dr som hogst n — 1 i absolutbelopp ger detta tva alternativ:
Sk+1 — Sk =0 eller spy1 —sp=b—n=—a.

Alltsa skiljer sig alla nérliggande tal med antingen a eller b, vilket skulle visas.



Problem 8. Talet n = 10° 47 #r ett primtal. Talen 1,2, 3, ..., n placeras pa en cirkel i den ordningen
(1 &r bredvid n). Det dras en rit linje som separerar talen i tva grupper. Bada grupperna har samma
summa. Visa att det bara finns en mgjlig sadan uppdelning och hitta den.

Losningsforslag. I cirkeln &r skillnaden mellan alla intilliggande tal 1 férutom 1 och n som skiljer
sig med n — 1. Det kommer alltsa vara nagon sida av linjen dér alla tal kommer efter varandra.
Om vi later a och b beteckna det minsta respektive storsta talet vid den sidan av linjen sa blir den
gruppens sumima

1
a+a+1+a+2+---+b—l+b:§(a+b)(b—a+l) (1)

(summan av en aritmetisk talfoljd dr medelviirdet ganger antalet termer) Om bada delarna ska vara
lika stora sa maste (1) vara hilften av summan av alla talen runt cirkeln, det vill séga
(a+b)(b—a+1)=

% (1+24---4mn)
— 2(a+b)b—a+1)=nn+1) (2)

N~

dér vi aterigen anvénde formeln for en aritmetisk summa. Vi ser hér att n maste vara en delare till
2(a+b)(b—a+ 1) och eftersom n ar ett primtal storre &n 2 sa maste ddrmed n antingen dela a + b
eller b —a+ 1. Att n delar b — a + 1 &r omdjligt eftersom det hade inneburit att a = 1 och b = n,
vilket sjdlvfallet inte &r en 16sning. Alltsa maste n dela a + b. Men eftersom bade a och b ar som
hogst n sa finns det bara tva multiplar av n som a + b kan vara, ndmligen 2n och n. Dessutom kan
a + b inte vara 2n eftersom det hade inneburit att @ = n och b = n, vilket inte &r en l6sning. Det
finns dérfor bara en mojlighet: att a + b = n. Substitution i (2) ger att

2b—a+1)=n+1
<— 2((n—a)—a+1)=n+1
= 4da=2(n+1)—(n+1)
n+1

4

— a=
vilket sedan ger oss
n+1 3n-—1
4 4

Om vi substituerar in dessa vérden tillbaka i (1) sa far vi mycket riktigt

b=n—

13n—1 n+1 3n—1 n+1

1
5(a+b)(b—a+1)=2( 1 + 1 )( 1 1
)

+1)

1 4n_  2n+2
=37
nn+1)

4

som Onskat.

Svar: Den ena gruppen ér alla tal fran a = "T'H =25-108+2till b= % =17.5-10° + 5. Den
andra gruppen har resterande tal.



Problem 9. Fem punkter A, B, C, D och F ligger pa en cirkel i den ordningen sa att |BA| = |BC/|,
|DA| = |DE| och |BD| = |CE]|. Bevisa att ZBAD = 60°.

Losningsforslag. Vi kan utan inskrdnkning anta att cirkeln har radie 1, samt att punkterna A, B,
C, D och E ligger i motsols ordning pa cirkeln.

Lat x vara langden av cirkelbagen fran A till B i motsols riktning, y vara lingden av cirkelbagen
fran B till C' i motsols riktning, z vara lingden av cirkelbagen fran C till D i motsols riktning, w
vara langden av cirkelbagen fran D till F i motsols riktning och ¢ vara lingden av cirkelbagen fran
E till A i motsols riktning.

Notera da att

r+y+z+w+t=2m

och 0 < z,y, z,w,t < 27. For alla par av kordor som &r lika langa finns det ett par av cirkelbagar
som ar lika langa. Notera dock att varje korda har tva cirkelbagar mellan sina &ndpunkter och att
vi maste ta reda vilka av dessa som faktiskt &r lika.

Eftersom |BA| = |BC| har vi att

r=y
r=rv+z+w+t
ST =y

Eftersom |DA| = |DE| har vi att

rt+yt+tz=w
r+ytz=t+tart+y+=z

Lrtyt+z=w.

Eftersom |BD| = |CE| har vi att

y+z=t+ao+y
yt+z=z+w

och eftersom z +w =z + (x + y + z) > y + z maste vi ha att
y+z=t+x+uy.

Fran randvinkelsatsen har vi att L
/BAD =42

Slutligen, notera att

2r=(z+y+t)+ (z+w)
=@y+2)+(z+@+y+2)
=y+2)+(z+yt+y+2)

=3(y+2)
y+z
2 3
/BAD = 60°

vilket var vad vi ville visa.



Problem 10. Lat n vara ett positivt heltal. Alice far en pase med n olika positiva heltal och skriver
upp alla méjliga tal pa formen xy + z pa en tavla, dir z, y och z dr (inte nédvindigtvis olika) tal
fran pasen. Givet n, bestdm det minsta antal olika tal som Alice maste ha skrivit upp pa tavlan,
oberoende av vilka tal som fanns i pasen.

Losningsforslag. For en méngd S av n positiva heltal, 1at

T(S) = {wy + = | 2,y,2 € S}.
Vi hivdar att den minsta méojliga storleken pa T'(S) dr n? +n — 1.
Lemma 1. Om S = {1,...,n} sd &r |T(S)|=n?+n — 1.

Bevis av Lemma 1. Om S = {1,...,n} s& &r det uppenbart att T(S) = {2,...,n? + n}. DA har vi
att |T'(S)| = n? +n — 1, vilket var vad vi ville visa. O

Lemma 2. For alla méngder S av n positiva heltal giller att |T'(S)| > n? +n — 1.

Bevis av Lemma 2. Lat e vara det minsta elementet 1 S och lat E vara det storsta elementet 1 S.
Vi hdvdar att alla tal pa formerna

(i) zE + z, ddr z,z € S, och
(ii) e* + 2, dir z € S\{E}
ar parvis distinkta. Att detta dr sant kan vi se genom foljande falluppdelning;:

e Om z1E + 21 = xoF + 29 sa far vi att z; = 29 genom att betrakta ekvationen modulo E.
Direfter far vi direkt att (21, 21) = (22, 22).

e Om e? + z; = €2 + 29 sa maste 21 = 2o.
e Notera att €2 + 21 <e?+ E<eE+e<aE+ 2 forallax,z €8, 2 € S\{E}.

Eftersom det finns n? tal pa formen (i) och n — 1 tal pa formen (ii) i T'(S) sa foljer det att
|T'(S)| > n?+n —1 for alla méngder S av n positiva heltal. O

Dirmed ir det minsta antalet olika tal som Alice kan ha skrivit upp pa tavlan lika med n?+n—1.
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Problem 11. Emil har n stenar vars vikter &ar 1,2, ...,n kilo. Igar satte han en lapp pa varje sten
som visade dess vikt, men han ar orolig att hans kompis Ivar spelat honom ett spratt och bytt plats
pa lapparna under natten. Emil vill avgora om lapparna sitter rétt eller inte genom att gora ett
antal vagningar pa sin balansvag. Efter varje véigning far han reda pa vilken vagskal som &r tyngst,
eller att bada viger lika mycket. Kan ni komma pa nagra vigningar Emil kan géra som garanterat
avslojar Ivar om han flyttat pa lapparna?

Ni far fler podng ju firre vigningar er losning anvinder for stora n!

Losningsforslag. Som problembeskrivningen antyder sa dr detta en ganska 6ppen fraga med fler
olika I6sningar. Vi visar hér en véldigt effektiv 16sning som bara kraver

2[logy(n)]

végningar. S4g att en sten dr “bestimd” om Emil vet att lappen som star pa den &r korrekt.
Borja med att viga 142 mot 3, sedan 1+ 2+ 3 mot 6, sedan 1 + 2+ 34 6 mot 12 o.s.v. I varje
steg, viig alla stenar som tidigare viigts mot stenen som ska viga lika mycket. Talet pa den ensamma
stenen fordubblas da efter varje vagning dnda tills summan av alla stenar som vigts ar storre dn n.
Talet pa den sista stenen som viigts blir da 3 - 2l1°87/3]  Alla tal pa stenarna som hittills viigts, lat
oss kalla denna méngd X, kan nu kombineras och ge vilken heltalssumma som helst mellan 1 och
6 - 2Uleen/3] (tink bindra tal fast ganger tre). I synnerhet kan vi viilja nagra stenar fran X vars tal
summerar till n och véiga dessa mot n, sa vi gor just det. Sammanlagt har vi nu anvént som hogst

L10g2(§)J +1

vagningar. Om vid nagon av dessa vigningar bada skalarna inte viger lika mycket sa vet Emil direkt
att lapparna dr ombytta. Samma sak géller hela tiden, sa vi antar hidanefter att resultatet av varje
végning dr det forvintade. Om sten 1 och 2 bada dr mérkta rétt sa maste alla andra stenar som
hittills véigts (Hela X samt n) ocksa vara det. Om 2 och 1 &r felmérkta maste de antingen vara
ombytta med varandra eller sa &dr deras sammanlagda vikt > 3, vilket skulle innebéra att alla vigda
stenar inklusive sten n skulle viga mer dn deras mérkta tal, vilket ju inte &r mojligt. Vi maste dock
fortfarande forsidkra oss att sten 1 och 2 inte &r ombytta, vilket relativt enkelt kan goras pa 1 drag.
Vi har pa sa sitt bestamt alla stenar i X samt stenen mérkt med n.

Lat nu Y vara méngden stenar som &dnnu inte dr bestdmda. Vi visar nu hur alla dessa kan
bestdmmas pa [log, n] drag. Vi utnyttjar det faktum att ett tal dr unikt bestdmt av dess [log, n]
siffror i binért. For varje heltal k < [logy n], lat Ly och Uy beteckna mingden av alla tal i Y vars
k:te siffra i binért dr lika med 0 respektive 1. Resten av algoritmen beskrivs bést i pseudokod:

for k=1,...,[logyn]: do
if sum(Ly) < sum(Uy): then
lagg hela Ly vid vagskal 1
while summan av stenarna vid vagskal 1 ar storre &n de vid vagskal 2: do
lagg en sten fran Uy vid vagskal 2. Borja med den med hogst tal.
end while
Lat D vara hur mycket mer stenarna vid vagskal 2 viiger &n stenarna vid vagskal 1 om alla
etiketter ar riatta. Obs: D < n.
Vilj stenar fran X som tillsammans viger D och lagg vid vagskal 1.
Utfor vigningen!
else
ldgg hela Uy vid vagskal 2
while summan av stenarna vid vagskal 2 dr storre dn de vid vagskal 1: do
ldgg en sten fran Ly vid vagskal 1. Borja med den med légst tal.
end while
Lat D vara hur mycket mer stenarna vid vagskal 1 viger én stenarna vid vagskal 2 om alla
etiketter ar riatta. Obs: D < n.
Vilj stenar fran X som tillsammans viger D och lagg vid vagskal 2.
Utfor véagningen!
end if
end for

Pastaende: Efter k iterationer av denna algoritm har Emil bestdmt de forsta k binédra siffrorna
av alla stenars vikt.
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Bevis av pastaende: Per induktion, anta att Emil kidnner till de forsta £ — 1 binéra siffrorna av
alla stenar. I iteration k &r da stenarna i vagskal 1 sammanlagt sa ldtta som de kan vara om de &r
mérkta ratt. Pa samma sétt ar stenarna i vagskal 2 sa tunga de kan vara om de dr méarkta ritt. Om
stenarna i vagskal 1 och 2 inte &r de som Emil tror ligger dér sa skulle alltsa vagskal 1 véiga mer &n
vagskal 2.

Om bada skalarna viger lika mycket, vilket de borde gora om alla stenar dr ritt markerade, sa
vet alltsd Emil vilka stenar som ligger i bada vagskalarna. I fall 1 innebér detta i synnerhet att han
vet vilka som &r i Ly och i fall 2 innebér detta att han vet vilka som ar i Uy. I vilket fall vet alltsa
Emil exakt vilka stenar i Y som &r i Ly och vilka som éar i Uy, vilket bevisar pastaendet. O

Efter k iterationer vet alltsa Emil de k forsta binéra siffrorna av alla stenars vikter och han kan
dérmed forsdkra sig att alla stenar viger sa mycket som deras etikett visar. Totalt anvéandes

)1+ 1+ [logy(n)]

vigningar.

Anmdrkning: Detta dr inte en optimal lésning, men det gar i alla fall inte att ldsa problemet
med firre in [logs(n)] vigningar. Anledningen dr att varje vigning endast grupperar stenarna i tre
delar: de i vagskal 1, de i vagskal 2 samt de utanfor. For att sikerstilla att inga tva lapparna dr
ombytta maste varje par av stenar vid nagon vigning placeras i olika grupper och detta krdver just
[logs(n)] vigningar. Lisningen ovan har alltsa optimal tidskomplexitet.
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