HOJDPUNKTEN 2023
Ung Vetenskapssport

Gymnasietavling - losningsforslag

Problem 1

Det sitter 100 personer i en ring. Vi vet att vissa av dem ar lognare som alltid ljuger, och att vissa
av dem ar sanningssigare som alltid talar sanning, men vi vet inte vem som &ar vad. Alla i ringen
siger att de sitter bredvid minst en 16gnare. Vilket dr det minsta och storsta antal 16gnare som kan
finnas i ringen?

Losning

Svaret ar att det finns minst 34 lognare och max 50. Beteckna en lognare med L och en san-
ningssiagare med S. Vi gor foljande observationer:

(a) Inga lognare kan sitta bredvid varandra, f6r da skulle de inte ljuga. Alltsa finns som mest
% = 50 I6gnare. Vi kan ocksa uppna detta genom att sétta varannan L och varannan S:

LSLSLSLSLS...LSLS

(b) Det kan aldrig vara tre sanningssigare i rad, for da skulle den i mitten inte tala sanning. Det

ger att minst var tredje person ar en lognare, sa det finns minst % > 33 lognare, alltsa minst

34 stycken. Vi kan ocksa uppna detta:

LSLSLSSLSSLSSLSS...LSSLSS

dér vi placerat LSLS i borjan och sedan 32 stycken kopior av LSS.

Det ar enkelt att dubbelkolla att exemplen vi gav som uppnar 34 respektive 50 l6gnare faktiskt
funkar och ger dessa antal 16gnare, sa vi ar klara!



Problem 2

Bestam alla heltal n for vilka n* — 3n2 + 9 &r ett primtal.

Losning
Det &r ett primtal om och endast om n = —2,—1,1 eller 2.
Vi har att

n* —3n% + 9= (n? —3n+3)(n* +3n+3)
Detta ar enkelt att kontrollera genom att expandera paranteserna, men nedan finns ocksa exempel
pa olika sétt som man kan komma fram till denna faktorisering! Genom att kvadratkomplettera far
vi nu for de tva faktorerna att

9 3\2 3
n i3n—|—3:(ni§) —&-121

dar olikheten foljer fran att n &r ett heltal och att kvadraten darfor &r minst (%)2 = %. Notera att

e for n2 — 3n + 3 har vi likhet om och endast om n = 1 eller n = 2

e f6r n2 4+ 3n + 3 har vi likhet om och endast om n = —1 eller n = —2

Om inget av dessa fall giller s& ér bada faktorerna heltal stérre &n 1, men da kan n* — 3n2 + 9 inte
vara ett primtal. Alltsa behover vi bara kolla foljande fall:

e n=-2 (-2)2-3.(-2)2+9 =13, vilket ir ett primtal
en=—1:(-1)*-3-(-1)2+9 =7, vilket dr ett primtal

e n =1 och n =2 ger di ocksa primtal, eftersom n* — 3n? +9 = (—n)* — 3(-n)? +9

Olika sitt att komma fram till faktoriseringen:
e Notera att nt —3n% +9=n'+6n%+9 — 9n?
= (n?+3)% — (3n)?
= (n*—3n+3)(n®+3n+3)
dér vi anvander konjugatregeln i sista steget.
e Detta dr ungefar samma metod som ovan, men utskrivet pa ett annat satt. Vi inkluderar det
eftersom det ofta ar en bra idé att gora den héar typen av substitution nér man har ett polynom

som dr “symmetriskt” (vart polynom blir symmetriskt om vi sitter in v/3z).
Lat t =n+ 2. Vi far att
1
t? —9= ﬁ(n4—3n2—|—9)
vilket ger att
n* —3n% +9 = (nt)? — 9n?
= (n* +3)* — (3n)”
= (n* = 3n+3)(n* +3n+3)
e Lat t = n?. Vi far att
n' —3n*+9=1¢>—-3t+9
Vi kan hitta rotterna till detta polynomet med hjilp av kvadratkomplettering (eller pg—formeln)

och far rotter ¥

3 3\2 3 3v3 ;
t 3 5 9 5 Ti 5 3e
vilket ger

\/gei‘n'i/ﬁ
n= V/3et5mi/o

som alla fyra rotter till polynomet. Dérmed kan vi enligt faktorsatsen for polynom faktorisera
TL4 o 3n2 +9= (TL - \/geﬂ'i/fi)(n o \/geffri/ﬁ’)(n - \/§657ri/6)(n - \/§6757ri/6)
= (n?—3n+3)(n®+3n+3)

dér vi i sista steget multiplicerar de forsta tva faktorerna med varandra och de sista tva med
varandra (det ar enkelt att kolla att vi far det som pastas).



Problem 3

Bestam alla par av positiva heltal (m,n) sadana att man kan bygga en rektangel av m stycken
vetikala dominobrickor och n stycken horisontella dominobrickor. En dominobricka bestar av tva
lika stora kvadrater som satts ihop lings med sina kanter. Man far inte rotera dominobrickorna och
alla ar lika stora.

Losning 1

Svaret ar att man kan bygga en rektangel om och endast om minst en av n och m ar jamna.

Om n eller m ar jamnt funkar det:

Om n ér jamnt sa kan vi para ihop de horisontella bitarna i % stycken 2 x 2—bitar:

L 4

n horisontella
dominobrickor

5 stycken
. 2 x 2—bitar

R 4

0 db

Dérefter kan vi bygga ihop en 2 x (m + n)—rektangel sahér:

m vertikala 5 stycken
dominobrickor 2 x 2—bitar

Om m ar jamnt funkar exakt samma l6sning, fast roterat.

Om n och m ar udda funkar det inte:

Anta nu att m och n bada ar udda, och att vi pa nagot satt lyckats bygga ihop en rektangel av
storlek a x b (alltsa a rader och b kolumner) med hjilp av m stycken vertikala dominobrickor och n
stycken horisontella. Arean av rektangeln kan uttryckas som ab, men ocksa som 2(m + n) eftersom
varje dominobricka har area 2. Alltsa ar arean jamn, vilket betyder att antingen a eller b maste vara
ett jamnt tal. Lat oss sdga att a dr jamnt (det blir forstas exakt samma resonemang om b dr jamnt,
fast roterat). Farglagg nu rektangeln sa att varannan kolumn &r svart och varannan &r vit, som i
bilden nedan:

Eftersom a ar ett jAmnt tal sa &r antalet svarta rutor jamnt. Men varje vertikal bricka téacker 0
eller 2 svarta rutor (alltsa ett jamnt antal) och varje horisontell bricka técker exakt 1 svart ruta.
Eftersom antalet horisontella brickor &r udda betyder det att alla brickor tillsammans técker ett
udda antal svarta rutor. Det adr en motségelse, sa vi har visat att det inte kan ha varit maojligt att
bygga rektangeln med m vertikala och n horisontella brickor.



Losning 2
Vi visar pa samma sétt som i 16sning 1 att det funkar om n eller m &ar jamnt.

Det aterstar att visa att om bada &dr udda sa gar det inte att bygga en rektangel. Anta att vi pa
nagot sitt dnda lyckats bygga ihop en rektangel av storlek a x b (alltsa a rader och b kolumner) med
hjalp av m stycken vertikala dominobrickor och n stycken horisontella.

Det maste finnas nagon rad i sadan att antalet vertikala brickor som startar i rad ¢ och slutar i
rad ¢ + 1 ar udda (for om det &ar jamnt for alla rader sa skulle det vara ett jaimnt antal vertikala
brickor totalt). Lat ¢ vara den forsta raden for vilket detta hénder. Da vet vi att det finns ett
jamnt antal vertikala dominobrickor som startar i rad ¢ — 1 och slutar i rad i (notera att om ¢ = 1
sa finns O brickor som startar i rad ¢ — 1 och slutar i rad ¢, och 0 &r jdmnt). Alltsa kommer det
totala antalet rutor i rad ¢ som técks av en vertikal bricka vara udda (se de réda brickorna i bilden).
Vidare maste det vara ett jaimnt antal rutor i rad ¢ som técks av en horisontell bricka, eftersom
varje horisontell bricka i den raden maste técka tva rutor (se de blaa brickorna i bilden). Men da
ar det totala antalet rutor som técks i rad 7 udda, vilket betyder att bredden b pa rektanglen ar udda.

Eftersom antalet horisontella brickor ocksa ar udda ger exakt samma argument att hojden a pa
rektangeln dr udda. Men da &r rektangelns area ab udda, vilket inte kan hinda da varje bricka
técker tva rutor. Vi har fatt en motségelse, och &r alltsa klara.

rad i =—> | | |

I bilden syns alla brickor som har minst en ruta pa rad i. De blaa dr horisontella: var och en av
dem tdacker tva rutor, sa tillsammans tacker de ett jaimnt antal rutor. De réda dr vertikala och
tacker en ruta var i rad i. Ett jamnt antal borjar i rad ¢ — 1, medan ett udda antal borjar i rad i,
sa tillsammans tdcker de ett udda antal rutor i rad i.



Problem 4

Eleverna i UVS-byn bor i n héghus som ligger jamnt utspridda lings med en och samma gata. I
det forsta huset bor 1 elev, i det andra huset bor 2 elever, och sa vidare till och med hus nummer n
dar n elever bor. Nar det ar dags att organisera en stor mattetdvling vill arrangorerna veta i vilket
hus de ska halla tavlingen for att minimera den totala resstréckan for alla eleverna. Vilket hus ska
de vélja? Notera att svaret kan bero pa vad n ar.

Losning 1

. —14++/2n(n+1)+1 . o
Svaret ar hus nummer M = 2} (dar [ ] betyder avrundat uppat). Om 1/2n(n+ 1) + 1
ar ett heltal 4r bade M och M + 1 &r lika bra, annars ar M det unikt basta huset.

Det totala antalet personer som bor i UVS-byn &r 1 +2+ ... +n = w Vi visar detta genom
att rakna ut dubbla summan genom hopparning av termerna:
2-(14+2+..+n)= 1 + 2 4.4 (n=1) + n

+n + (n—-1) +..+ 2 + 1

= (n+1) + (n+1) +...4 (n+1) + (n+1)
= nn+1)

Lat sdga att vi valt ett hus k. For att det ska vara optimalt maste det atminstone vara battre &n
hus k£ — 1 och hus k£ + 1.

e Vad hander om vi flyttar till hus & + 17 Fo6r alla som bor i hus 1 till £ skulle avstandet oka

med ett, medan det for resterande personer skulle minska med ett. Alltsa ar det bara béattre
att stanna i hus k om minst hdlften bor i hus 1 till k.

e Vad hénder om vi flyttar till hus k£ — 17 For alla som bor i hus 1 till £ — 1 skulle avstandet
minska med ett, medan det for resterande personer skulle 6ka med ett. Alltsa ar det bara
béttre att stanna i hus k om maz hdlften bor i hus 1 till k — 1.

Vi soker alltsa ett hus & sa att minst hélften bor i hus 1 till £ och max hélften bor i hus 1 till £ — 1.
Enligt samma resonemang som ovan sa bor det 1 +2+ ... + k = LiCa 23] personer i hus 1 till £ och

2
w personer i hus 1 till £ — 1. Det later oss omformulera observationen om vilket k vi soker som

(k—1k < n(n+1) < kE(k+1)
) 2 - 4 - 2
dar vi noterar att % ar hélften av alla i byn. Om vi multiplicerar alla tre uttryck i olikheterna
med 8 och adderar 1 till alla s& maste de fortfarande stdmma, sa vi far
4k* — 4k +1<2n(n+1)+1 < 4k* + 4k + 1

2k — 1) <2n(n+1)+1< (2k +1)?

dér andra raden foljer fran forsta raden enligt kvadreringsreglerna. Notera att alla tal &dr positiva,
och att vi darfor genom att forst ta roten ur alla tre tal och sen dela dem alla med 2 far att

1 2n(n+1)+1 1
< VT oy 2
2~ 2 - +2
vilket ger att
—14++/2n(n+1)+1 1+ +2n(n+1)+1
2 sks 2

—14+/2n(n+1)+1

Om /2n(n + 1) + 1 inte &r ett heltal sa ar och = 2n;n+1)+1 inte heller ett heltal.

2
Men skillnaden mellan dem &r exakt 1, sa da finns exakt ett heltal & som uppfyller dessa olikheter:
den undre grinsen avrundat uppat, vilket ar precis M. Eftersom det béasta huset maste uppfylla
dessa olikheter sa &r M det bésta huset.

Om /2n(n + 1) + 1 &r ett heltal sa maste det vara udda (eftersom 2n(n+1)+1 ar ett udda heltal),

men da blir ocksa ——Y22 DL o4t heltal och déirmed dr M = —rV2Hnt UL (ett heltal avrundat
uppéat blir sig sjalvt). Olikheterna ovan uppfylls da av tva heltal: bade k = M och k = M + 1. Men
vi far ocksd att 1 +2+ ...+ M = M(Agﬂ) = "("4+1). Med andra ord si ar precis hilften av alla i
byn ett steg ndrmare M &n M + 1, medan andra hélften ar ett steg ndrmare M + 1 &n M. I detta
fall &r hus M och M + 1 alltsa precis lika bra.




Losning 2

Lat séga att vi valt hus k. Avstandet for personen i hus a ar da |k — a|, och eftersom det bor a
personer i hus nummer a sa blir den totala resstrickan

k—1 n
Lok =142 k=2/+..+n-[k—n|=> alk—a)+ > a(a—k)
a=1 a=k+1

k—1 n
:2Za(k‘—a)+2a(a—k)

=1

dar den forsta likheten foljer fran att |k —al=k—aomk>aoch|k—a|=a—k om k < a, medan

vi i den andra likheten lagger till Z 1 ! a(k —a) till den férsta summan och — Za n ! a(k —a) till den
andra (sa det totala virdet ar oférdndrat). Notera nu att vi med hjélp av induktion kan visa att:

m(m +1 - m(m +1)(2m + 1
Z“_(;)’ Z +()3( +1)

for alla heltal m > 1 (detta lamnas som en 6vning). Vi kan med hjélp av dessa resultat skriva om
summorna i den totala resstrickan pa sluten form:

k—1 k—1

o k(k—=1) (E-=1k(2k—-1) (k—1k(k+1)
Za —a —kZa—Za =k 5 — 5 = G

n

Za(a_ Za —kZa— n—|—1(2n—|—1)_kn(n+1)
a=1

Séatter vi in dessa uttryck i den ursprungliga formeln far vi att den totala resstrackan till hus k ar

-1 1 1)(2 1 1
f(k):(k Vk(k + )+n(n+ )(2n + )_kn(n+ )
3 6 2
-k L n(n+1)(2n+1) _kn(n+1)
-3 6 2
Vi vill nu hitta det hus & som minimerar resstriackan f(k). Vi har att (efter lite férenkling)
1
Fli+1) = f(k) = K> + & — %

Sé k ar bittre dn k + 1 om och endast om k* +k = (k+ §)? — 1 > %, vilket (under antagande
att k &r positivt) hdnder om och endast om &k > —ityEnint DL VQT;(HW Med andra ord sa kommer vi for
k<M= {HQZ(W-‘ alltid hellre flytta ett hus uppat, medan vi for k > M + 1 hellre flyttar

ett hus nerat. Sa svaret &r M (och det #r lika bra som M + 1 om M? + M = W)

Anmdrkning: Det dr lockande att minimera f genom att derivera. Vi far (eftersom n dr konstant)

Fon 1 nn+1)
f(k)*kz_g_T

Derivatan dr positiv (si f dr dkande) for k > /% + "(nH) och negativ (sa f dr minskande) for

0<k< Jr nntd) g f dr minimerad for

2
B /71+n(n+1)_,/2n(n+1)+§
V3 2 2

Nu har vi dock tillatit att k inte ar ett heltal, trots att vi maste vilja ett hus med ett heltalsnummer.
Eftersom f(k) dr minskande for mindre k och ékande for storre k, sd mdste svaret vara

1 n(n+1) 1 nn+1)
\‘ 3+2J eller ’V 3+2—‘




Det visar sig dock vara ganska svart att avgora exakt vilket av dessa uttryck som ger ratt svar, det
enklaste ar troligen att betrakta f(M + 1) — f(M), vilket i princip leder oss till lésningen ovan i alla
fall. Notera att det ar majligt att kontrollera att ett av dessa uttryck alltid kommer vara lika med
svaret vi kom fram till (egentligen har vi i princip bevisat det hdr, eftersom minst ett av dem mdaste
vara det korrekta svaret till uppgiften).

Vidare dr det intressant att notera att metoderna som presenteras i lésning 1 och l6sning 2 bada 1
nagon bemdrkelse bygger pa att rikna ut f(k+ 1) — f(k) och analysera ndr detta dar positivt, dven
om vi anvdnde olika sdtt att komma fram till ett uttryck for denna differens. I nagon bemdrkelse dr
detta lite som att “derivera”, fast vi betraktar bara “hopp” av lingd 1 istdllet for att lata hoppens
lingd ga mot 0. Eftersom vi bara letar efter heltal k dr detta en mycket bdttre metod for oss dn att
derivera.



Problem 5

Lat ABC vara en triangel, och lat (ABC) vara dess omskrivna cirkel. Lat P vara en punkt utanfér
cirkeln sadan att PC tangerar (ABC) och sa att PC' = BC'. Lat nu X vara en punkt pa kordan AB
s& att PX &r parallell med AC, och lat linjen CX skdra (ABC') i punkten D. Visa att BD = DX.

Losning

Enligt korda-tangentsatsen &r
/PCB=/CDB (1)

eftersom PC' &r tangent till cirkeln. Eftersom AC' ar parellell med PX sa &r
/PXB=/CAB=/ZCDB (2)
dér vi anvander randvinkelsatsen i sista steget. Om vi kombinerar dessa tva insikter ser vi att
/LPCB=/PXB (3)
eftersom de bada &r lika med ZC DB, vilket ger att BXCP é&r cyklisk. Dérmed far vi
/BPC =180 - /BXC = /ZBXD (4)

Till sist sa ger (1) och (4) att ABDX ~ BCP vilket ger att |DB| = |DX]| eftersom |CB| = |CP).



Problem 6

Lat n < 100 vara ett positivt heltal. Vi rdknar ut talen 0-n, 1-n, ..., 100 - n i den ordningen, och
skriver ner dessa tals rester vid division med 101 i en lang rad. Foér hur manga par av intilliggande
tal i raden &ar det vénstra storre dn det hogra?

Losning 1
Svaret & n — 1. Vi farglidgger alla positiva multiplar av 101 roda (alltsa talen 101,202,303, ...),

medan talen 0-n,1-n,..,100 - n firgliggs blaa (notera att vi farglédgger talen sjélva och inte deras
rester vid division med 101). Vi har att:

e Inget tal 4r bade blatt och rott (eftersom 101 ar ett primtal, sa inget av talen 1-n,...,100 - n
kan vara en multipel av 101)

e Om tva intilliggande blaa tal k-n och (k+1)-n inte har nagra roda tal mellan sig, sa dr resten
vid division med 101 mindre for det vénstra av dem.

Bevis: Bada ligger mellan samma par av pa varandra foljande multiplar av 101, sa nér vi
dividerar med 101 med rest far vi samma kvot for bada. Men da maste resten bli storre for
det storre talet.

hi " N
X
N oger res \/\&\ &
S xS
N & NN
(] [ ] [ ] @
~——

vanster rest

e Om tva intilliggande blaa tal k- n och (k+ 1) - n har ett rott tal mellan sig, sa r resten vid
division med 101 storre for det vanstra av dem.

Bevis: I bilden ser vi att “vénster rest”4+z = 101 medan “hoger rest”+x = n < 101. Alltsa
maste vanster rest vara storre d&n hoger rest.

n
101
X ASi
o\ T YO YU
vanster rest T hoger rest

e Tva intilliggande blaa tal kan inte ha tva roda tal mellan sig. Det ar for att avstandet mellan
dem &r n medan avstandet mellan tva intilliggande réda tal dr 101 > n.

Sammanfattningsvis har vi visat att givet ett par av intilliggande blaa tal kn och (k+1)n sa kommer
det vénstra ha en storre rest vid division med 101 om och endast om det finns ett rétt tal mellan dem,
och det finns max ett rott tal mellan dem. Eftersom varje rod punkt under 100n ocksa ligger mellan
tva intilliggande blaa punkter, sa finns lika manga sadana roda punkter som par av intilliggande
blaa punkter med en réd punkt mellan. Detta antal &r:

100n n 1

il e | =p—

101 101
dér den sista likheten foljer fran att n < 101. Sa svaret ar n — 1.
Anmdrkning: For den som inte tycker att bevisen med bilderna ovan dar dvertygande kommer hir
ett mer tekniskt bevis. I den forsta bilden har vi fatt givet att det for nagot m gdller att:

kn =101m+r (k+1n=10lm+s
ddr r och s dr resterna vid division med 101, som bada ligger mellan 0 och 100. Det maste da gdlla
att s > r eftersom k+ 1 ar storre dn k.
I den andra bilden har vi fatt givet att det for nagot m gdller att:
kn =101m+r (k+1)n=101(m+1)+s

ddr r och s ar resterna vid division med 101, som bada ligger mellan 0 och 100. Om vi subtraherar
den forsta ekvationen fran den andra sa far vi att n = 101 + s — r | vilket ger att s < r eftersom
n < 101.



Losning 2

Man kan se det som att vi har ett tal som fran borjan ar 0, och att vi sen upprepat adderar n < 101
till vart tal. Vi upprepar detta 100 ganger, och fragan dr hur manga ganger resten av vart tal vid
division med 101 minskar. Nyckelinsikten fran 16sning 1 kan med detta sétt att tdnka formuleras pa
foljande vis:

Resten minskar om och endast om vi passerar en multipel av 101.
Vi ser att detta stdmmer eftersom:

e Om vi inte passerar en multipel av 101 kan resten inte minska, eftersom vi inte okar kvoten
och alltsa bara adderar n till resten.

e Om vi passerar en multipel av 101 sa 6kar kvoten med exakt 1 eftersom n < 101. Alltsa géller
att om resten innan vi adderade var x sa kommer den nya resten bli z +n — 101 < .

Eftersom vi aldrig kan passera tva multiplar av 101 pa en gang (da n < 101), sa far vi att antalet
ganger vi minskar &r lika med antalet multiplar av 101 som &r mindre an 100 - n, det vill sdga

5] = b g =n -

vilket ar vart svar.
Losning 3

Notera att eftersom 101 &r ett primtal, sa har alla talen olika rester vid division med 101 (om a - n
och b-n hade samma rest sa skulle (a —b) -n vara delbart med 101, men det &r inte mojligt om a # b
eftersom de bada &r mindre dn 101). Eftersom det finns 101 tal och 101 mgjliga rester (0, 1,2, ..., 100)
sa kommer varje rest forekomma exakt en gang.

Notera vidare att om det hdgra talet i ett par har rest r, sa kommer det vénstra talet i paret ha
rest  —n < r eller r —n + 101 > r, beroende pa om r &r mindre &n n (en mer nogrann motivering
till detta ser ut ungefir som i tidigare 16sningar). Alltsa vet vi att ett tal r i raden av rester som
star till hoger i ett par &r mindre &n talet till vénster om och endast om r < n, det vill sdga om r
ar nagot av talet 0,1,2,...,n — 1. Vi vet att alla tal forekommer exakt en gang i raden, men att 0
star langst till vanster, sa svaret ar n — 1.

10



Problem 7

Pa tavlan star talen 1,2,3,...,1000. Kevin viljer ut 12 av dem, och suddar ut resten. Dérefter
noterar han att ingen summa av nagra tal som ar kvar pa tavlan ar ett potenstal. Ar detta mojligt?

Losning
Det ar enkelt att kolla att 79 &r ett primtal. Lat oss nu vélja talen
1-79,2-79,..,12-79

Detta &ar 12 stycken tal och det storsta av dem ar 12 - 79 = 948 < 1000, sa de stod alla pa tavlan
fran borjan. Deras summa &r

1-7942-79+...4+12-79=79- (1 +2+... +12)
12(12
:79.M
2
=79-78

Varje summa av nagra av dessa tal maste vara delbar med 79, eftersom varje tal ar delbart med
79. Men ingen summa av nagra av talen kan vara delbar med 792, eftersom summan av alla tal &r
79 - 78 < 792. Eftersom 79 ir ett primtal, sa foljer det att ingen summa kan vara ett potenstal (om
ett primtal delar ett potenstal n* s& maste det dela potenstalet minst k > 2 ganger, men vi har just
visat att primtalet 79 delar varje summa av nagra av talen exzakt en gang), sa vi ar klaral

11



Problem 8

Bevisa att summan av areorna av de bla omradena ar samma som summan av areorna av de roda
omradena. Figuren ar en cirkel och punkterna pa omkretsen ar jamnt utspridda.

™,
N\

NN

I den véanstra bilden nedan har fyra bitar av cirkeln fargats i fyra olika farger, som sedan arrangerats
om i den hogra bilden sa att de precis tdcker hela cirkeln utan 6verlapp. Notera att:

Losning 1

e roda omraden i den ursprungliga bilden (se uppgiftsformuleringen ovan) motsvarar exakt de
omraden dar bitarna i den vénstra bilden nedan Gverlappar

e bla omraden i den ursprungliga bilden (se uppgiftsformuleringen ovan) motsvarar exakt de
omraden som bitarna i den vénstra bilden nedan inte técker alls

Men de 6verlappande omradena och de omraden som inte téacks alls i den vénsta bilden nedan maste
ha samma area, eftersom de 4 bitarna tillsammans har exakt samma area som cirkeln. Darmed har

vi bevisat pastaendet i uppgiften.
_d
e

En annan 16sning fas genom att "klippa och klistra” med bitarna som i de fyra bilderna nedan.
Eftersom den roda och blaa biten ar lika stora i sista bilden, maste de varit det fran boérjan.

\\\
~—

o

———

Losning 2

Bild 1 Flytta den morkbla biten uppe i hoger horn langs med pilen.
Bild 2 Den morkroda och morkblaa biten ar lika stora, sa vi kan ta bort dem.
Bild 3 De morkroda bitarna &r lika stora som motsvarande morkblaa bitar, sa vi kan lagga till dem.

Bild 4 Den morkroda och morkblaa biten ar lika stora, sa vi kan ta bort dem.

=T\ B S
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Losning 3

Det gar ocksé att l6sa uppgiften genom att helt enkelt rakna ut areorna (eller genom att kombinera
vissa insikter fran 16sning 2 med att rdkna ut de kvarvarande areorna). Vi visar hir hur man kan
rikna ut arean av den stora blaa triangeln och den stora réda rektangeln pa tva olika sitt (genom
att uttrycka koordinaterna med trigonometri, samt genom att rdkna ut vissa langder och vinklar),
och dirmed visa att de ar lika stora. Tillsammans med observationerna i bild 1 och bild 2 fran
16sning 2 ger detta en fullstdndig 16sning, men det ar ocksa mojligt att anvianda metoderna har for

att rdkna ut alla areor.

P4 P3
105 )
P5 o
135
P6 165 Z Pl
‘\
A Y
LY
195 W
7 \
; \\ ,
Pg P10

I bilden ¢till vénster har punkterna
pa cirkeln namngetts som Py, ..., Po,
cirkelns medelpunkt som O, samt nagra
skérningspunkter inne i cirkeln som X,Y, Z
och W. Vidare har vi placerat bilden i
ett koordinatsystem dar O ar origo, och
axlarna har ritats ut sa att de ar parallella
med P Ps respektive Py Py. Vikan anta att
bilden har skalats sa att radien pa cirkeln
ar 1, sa det ar alltsa enhetscirkeln. Vinkeln
mellan OP; och x—axeln har markerats ut
for punkterna Py, ..., Pis.

Vi har ocksa ritat ut ytterligare tva punk-
ter: P som &r speglingen av Py i X, samt
M som &r mittpunkten pa P, Pyg.

Trigonometrisk 16sning: Koordinaterna for punkterna P; samt X, Y, Z &r (alla vinklar &r i grader):

P; : (cos(30i — 15),sin(30¢ — 15)), enligt definitionen for cosinus och sinus
X : (cos(75),sin(15)), d& x—koordinaten &r samma som fér Ps och y—koordinaten som for P
Y : (cos(75),sin(45)), da z—koordinaten &r samma som for Ps och y—koordinaten som for Py

Z : (cos(135),sin(15)), da z—koordinaten &r samma som for Ps och y—koordinaten som for P

Déarmed har den blaa triangeln area (eftersom P; X &r vinkelrdt mot PypX)

|PrX| - |PioX| _ (cos(15) — cos(75)) - (sin(15) — sin(285))

2

2

(cos(15) — sin(15)) - (sin(15) + cos(15))

2

cos?(15) — sin?(15)

2

1 — 2 sin®(15)

2

1
3~ sin?(15)

dér vi anvant att sin(285) = —cos(15) och att cos(75) = sin(15) i det forsta steget, konjugatregeln i
det andra steget och den trigonometriska formeln sin’(x) 4 cos?(z) = 1 i det sista steget. Den roda
rektangeln har area (eftersom X Z &r vinkelrdt mot XY)

| XY|-|XZ| = (sin(45) — sin(15)) - (cos(75) — cos(135))

(% —sin(15)) - (sin(15) + —=)

1

5~ sin?(15)

1
V2

dir vi anviint att cos(75) = sin(15) och att sin(45) = cos(45) = - i forsta steget. Alltsa har den

V2

roda rektangeln och den blaa triangeln samma area. Vi kan visa att ovriga areor ocksa ar samma
for bla och rod (genom liknande berdkningar eller genom observationerna fran 16sning 2).

13



Losning genom att rdkna ut lingder och vinklar: Vi borjar med att rdkna ut arean av den
blaa triangeln. Notera att ZP,OP;g = 90°, eftersom cirkelbagen fran P; till P;g upptar exakt en
fiardedel av cirkeln. Vidare éar |P;O| = |P1pO| = 1 eftersom bada &r radier i cirkeln, s& Pythagoras

sats ger att | Py Pyg| = V12 4+ 12 = /2. Notera nu att
285° — 165°
LXP1Pg=ZLPsP1Po = = 60°

enligt medelpunktsvinkelsatsen (som séger att en randvinkel i en cirkel &r hélften av motsvarande
medelpunktsvinkel). Det innebér att PjoX &r héjd i en liksidig triangel med hérn i Pp, Pig och
speglingen P| av P; i X, och alltsa delar sidan P; P{ pa mitten. Det ger att

[PLPI| [Pl 1
2 2 NG

Till sist far vi (eftersom PjoX &r vinkelrdt mot P; X) med Pythagoras sats att

3
|PioX| = /|PiPio|*> — |PL X2 = \/;

Alltsa ar arean av den blaa trianglen

|PLX| =

|PLX| - [PoX| V3
2 4
Vi rdknar nu ut arean av den réda rektangeln. Notera att |PY| = |PsZ| = | XY| av symmetriskal,
sig att de alla ar lika med ¢. Vidare ar % = |P,M| = § eftersom OM P, bildar en réatvinklig
triangel som &r hélften av en liksidig, ddr M &r mittpunkten pa P, P (argumentet &r samma som vi
anvént tidigare for Py X Pyg, dir vi nu noterar att ZP;oOP, = 120°). Vi vet redan att |PoX| = \/g,

sa Pythagoras sats i triangeln P,Y Pjg ger nu att

2
3 ) ) ) 3 —V/343
Sht] +2=(W3)?2=3 = 224+V6t+-=3 = t=-—""°
<\£ ) (V3) 2 2v2

dir vi anvinder pg—formeln i sista steget. Vidare ir |PyPs| = |PyPio| = V2 av symmetriskil (vi
riknade ut | Py Pyg| tidiagre), sa vi far nu att
-v3+3 1 3
NG V3+ _ +3
2v2 2v/2

dar vi anvénder att |PY | =1t = —V3+3 - Alltsd ér arean av den roda rektangeln

2v2
1+v3 —V3+3
202 22
—V3+3-3+3V3
8
V3

4
Sa den bla triangeln och den roda rektangeln har samma area. Vi kan visa att 6vriga areor ocksa ar
samma for bla och rod (genom liknande berdkningar eller genom observationerna fran losning 2).

|PsY | = |PsPs| — |PY| =

|P5Y|- [ XY ] =

Anmdrkning 1: Dessa tvd ldsningar ger oss ett satt att rdkna ut sin(15) da vi vet att arean av till
exempel den bla triangeln kan uttryckas pa tva sdtt:

1 5 V3 23

- — s (15) = — = sin(15) = ————

5 — sin?(15) = ¥ (15) = Y2
Det lamnas som dvning at ldsaren att ocksa visa att

V3-1

sin(15) = o

Anmdrkning 2: Fér den som inte fatt nog av olika sdtt att l6sa denna uppgift kan man férséka visa
att den blda triangeln och den roda rektangeln har samma area genom att utnyttja att |PY |- |PsY | =
|PsY|-|PoY | enligt kordasatsen, tillsammans med nagra observationer om strackor som dr lika langa
av symmetriskal.
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Problem 9

Sara delar in talen 404,405, ...,n i tva grupper. Varje tal maste vara med i exakt en av grupperna,
och grupperna far lov att vara olika stora. Dérefter forsoker Anton hitta tre tal z,y,z som ar i
samma grupp sa att x +y = z. Vilket 4r det minsta positiva heltalet n sadant att Anton kan gora
detta, oavsett hur Sara delade in talen i tva grupper?

Losning

Svaret ar 2023. I allménhet kan vi stélla samma fraga som i uppgiften, fast med talet 404 utbytt
mot m. Da &r svaret n = bm+ 3, vilket ar vad vi kommer visa hér (eftersom det faktiskt blir enklare
att folja 16sningen i det generella fallet). Vi kommer kalla de tva grupperna f6r den réda gruppen
och den blaa gruppen, och tdnka pa det som att vi farglagger talen réda och blaa.

5m + 3 funkar:

Vi anvénder oss av motsigelsebevis. Anta att 5m + 3 inte funkar, det vill sdga att det finns en
indelning av talen m,m + 1,...,5m + 3 i en rod och en bla grupp sa att det inte finns tre olika tal
x,y, 2z som bade har samma farg och &r sadana att « + y = z. Det ger att:

Om tva olika tal =,y har samma farg, sa maste x + y ha den andra fargen. (%)
Om tva olika tal x > y har samma férg, sa maste x — y ha den andra fargen. (k)

Vi ska visa att dessa tva observationer ger en motséigelse (och darmed att antagandet att 5m + 3
inte funkar maste vara falskt, vilket avslutar beviset). Anta att m &r rod. Vi kollar pa fyra fall:

Fall 1 Anta att m + 1 och m + 2 bada &r roda. Da ger (%) att 2m + 1 = m + (m + 1) maste vara
bla. Genom att upprepat anvinda () pa liknande sétt far vi:
| m [m+1|m+2[2m+1][2m+2][3m+2|4m +3][5m + 3]

Notera att (4m +3) — (m+1) =3m+2 = (5m + 3) — (2m + 1). Den forsta likheten ger
att 3m + 2 maste vara bla enligt (xx). Den andra ger att 3m + 2 méaste vara rod, igen enligt
(#%). Det &r en motsigelse.

Fall 2 Anta att m + 1 &r r6d och m + 2 &r bla. Pa liknande sétt som i fall 1 far vi fran (%) att:
| m |[m+1][m+2[2m+1][2m+2[3m+3[4m + 3|

Till sist ger (3m+3) — (m+1) = 2m+2 att 2m+2 &r bla och (4m+3)—(2m+1) =2m+2
att 2m + 2 &r r6d, bada enligt (). Motséagelse.

Fall 3 Anta att m + 1 &r bla och m 4 2 &r rod. Pa liknande sétt som i fall 1 far vi fran (x) att:
| m [m+1][m+2[2m+1[2m+2]3m+3[4m + 3|

Till sist ger (3m+3) — (m+2) = 2m+1 att 2m+1 &r blad och (4m+3) — (2m+2) =2m+1
att 2m + 1 &r rod, bada enligt (xx). Motségelse.

Fall 4 Anta att m + 1 och m + 2 bada &r blaa. Pa liknande sitt som i fall 1 far vi fran (x) att:
| m |[m+1|m+2][2m+1]2m+3[3m+3[4m +4]

Till sist ger (3m+3) — (m+2) = 2m+1 att 2m+1 &r r6d och (dm+4) — (2m+3) =2m+1
att 2m + 1 &r bla, bada enligt (xx). Motségelse.

I alla fyra fall fick vi en motsagelse. Darmed har vi visat att 5m + 3 funkar.

5m + 2 funkar inte:
Vi fargar m,m+1,...,2m samt 4m + 3,4m +4,...,5m + 2 réda och 2m +1,2m + 2, ..., 4m + 2 blaa:

| m [ m+1]---[ 2m [2m+1]|---[4m+2[4m+3]| - [5m+1][5m+2]

Om vi tar tva olika réda tal z och y sa kan summan x + y aldrig vara réd, eftersom:

e Om zx och y bada &r mellan m och 2m sa ar deras summa minst 2m + 1 och max 4m — 1, sa
summan ar garanterat bla.

e Annars dr minst en av x och y storre &an eller lika med 4m + 3, men da ar deras summa minst
5m + 3, vilket ar storre dn alla tal vi bryr oss om.
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Om vi tar tva olika blaa tal z och y sa &r deras summa z + y minst (2m + 1) + (2m +2) = 4m + 3,
sa den maste vara rod.

Alltsa gar det att dela in talen m,m+1,...,5m+ 2 i tva grupper sa det inte finns x, y, 2 med samma
farg sa att x + y = z. Sa 5m + 2 funkar inte.
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Problem 10

Lat k vara ett positivt heltal, och lat S vara en mingd som innehaller 2% 4 1 olika positiva heltal.
Vi kallar ett primtal sndllt om det delar summan av tva (olika) tal i S. Visa att det finns minst
k + 1 sndlla primtal.

Losning

For ett primtal p och ett heltal a sa skriver vi v,(a) for antalet ganger som p delar a (alltsa for
exponenten av p i primtalsfaktoriseringen av a). Till exempel sa ar
v2(20) =2, v3(20) =0, v5(20)=1
En méangd S av positiva heltal sdgs vara p—enkel om
vp(a+b) = min(vy(a), vy (b)) (%)
for alla tal a och b i méngden som &r olika. Notera att det alltid ar sant att
vp(a +b) > min(vy (a), v, (b))

eftersom bade a och b delas av p minst min(vy,(a), v, (b)) ganger, och alltsa gor &ven deras summa
det. Vidare kan det aldrig gélla att v,(a + b) och v,(b) bada &r stérre &n v,(a), eftersom a maste
delas av ged(a + b,b). Alltsa har vi likhet v,(a + b) = min(vy,(a), v, (b)) om vy(a) # v, (D).

Lemma: Anta att p > 3 ar ett primtal, och ai,as,...,a, ar n olika heltal. Det gar da alltid
(oberoende av p och aq, ..., a,) att vélja minst 5 av dessa heltal sa att de bildar en p—enkel méangd.

Bevis: Lat a; = p®b;, dir a; = vp(a;) (sa p delar inte b;). Alltsa &r b; = r; (mod p) fér nagot
r; bland talen +1, 42, ...,:l:pgl. Antingen ar minst halften av talen rq,rs,...,7, negativa eller sa
ar minst hélften postitiva. Vi kan darfor vilja minst 3 stycken a; sa att motsvarande r; alla har

samma tecken. Da géller for tva av dessa a; och a; att:

e Om vp(a;) # vp(a;) sa uppfylls (x) av a; och a;

e Om «a; = vp(a;) = vp(a;) = a; sa géller a; + a; = p*i(b; + b;) dér b; + b; =r; +r; # 0 (mod
p) eftersom 1 < |r;|, |r;| < 25~ och de bada har samma tecken. Alltsa delas a; + a; av p exakt
a; = o ganger, sa (x) uppfylls.

Med andra ord har vi visat att dessa a; bildar en p—enkel mangd av storlek minst 7. O

Anta nu att pastaendet i uppgiften inte adr sant. Da finns det som mest k snélla primtal, sidg
P1,D2, -, Pk. Vi vet att 2 maste vara snallt eftersom det finns minst 3 tal 1 S (det maste finnas
antingen 2 jamna eller 2 udda tal, sa det finns en jaimn summa av tva tal). Alltsa ar p; = 2.

Enligt lemmat sa har vi féljande:
e S har en delmiingd Sj_; med 2¥~! + 1 stycken tal som &r pj—enkel
e S;_1 har en delméngd Si_s med k=2 1 1 stycken tal som ar pg_1—enkel
o ..
e S5 har en delméingd S; med 2! 4 1 = 3 stycken tal som &r p,—enkel

Sdg att méngden S; bestar av talen a,b,c. Vi vet (enligt vart ursprungliga antagande) att a + b
endast delas av primtalen p; = 2, po, p3, ..., Pk, eftersom det &r en summa av tva tal fran S, sa vi kan
skriva a +b =21 - p5? - ... - pp* for nagra heltal aq, ..., oy, Samtidigt vet vi att a, b, c ligger i S; for
allai=1,2,..,k — 1. Alltsa ar {a,b,c} en p;—enkel méngd for alla i = 2,3, ..., k, vilket innebéar att

om a+ b delas av p; exakt «; ganger, sa maste bade a och b delas av p; minst «; ganger. Det ger att
a b

* pY Pt >

ar

Py* - D

dar vansterledet ar en summa av tva heltal som bada ar mindre &n 2% och alltsa delas av 2 som
mest o; — 1 ganger. Men det innebér att om vi sétter in talen a,b 1 () for primtalet 2, sa kan likhet
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inte gélla, och alltsa kan vi inte ha va(a) # v2(b) enligt observationerna vi gjorde innan lemmat.
Det foljer att va(a) = va(b) = va(c), 1at siga att de alla ar lika med g. Vi delar med 29 och far
a b

+ = 92179
Zg.pgz .._..p(]:k 2g.p32.“..pgk

vilket 4r en summa av tva olika udda tal som alltsa maste vara minst 4. Dérmed ar oy — g > 2,
vilket ger att a/29 + b/29 &r delbart med 4. Pa samma sétt ar a/29 + ¢/29 och b/29 + ¢/29 delbara
med 4. Men nu har vi tre udda tal a/29,b/29 och ¢/29 sddana att alla mojliga summor av tva av
dem &r delbar med 4. Detta ar omdjligt, sa vi har fatt en motsagelse, och ar dédrmed klara!
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Problem 11

I landet langt borta pagar en kamp mellan tva lag - det roda laget och det blaa laget. Landet bestar
av n stycken stidder. Vissa par av stader dr hopkopplade med végar. I borjan tillhor vigarna inte
nagot av lagen. De turas sen om att vélja en vig som inget av lagen hittills valt, och fargar den
med sin egen farg. Det roda laget valjer forst.

Om det vid nagot tillfdlle &r mojligt att langs med endast blaa vigar resa mellan alla par av stider,
sa vinner det blaa laget (notera att man far lov att anvénda flera vigar for att resa mellan tva
stader, sa ldnge de alla ar blaa). Om alla vagar valts (av nagot lag) utan att blaa laget har uppnatt
detta an, sa vinner det roda laget.

Visa att det blaa laget kan garantera en vinst om och endast om det gar att dela in véigarna i tva
olika grupper, sa att det inom varje grupp gar att ta sig mellan varje par av stéder.

Losning

Vi kommer betrakta landet som en graf, dér vi kallar stdderna for noder och vigarna for kanter.
Om det gar att ta sig mellan alla par av noder genom att bara resa lings med kanterna i en viss
grupp, sa siger vi att den gruppen kanter &r uppspinnande. En grupp kanter ar (per definition)

uppspéannande om grafen med endast dessa kanter &r sammanhéngande. Vi har tva saker att visa.

Kanterna kan delas i tva uppspannande grupper — BIla laget kan garantera en vinst

Anta att kanterna kan delas in i tva uppspannande grupper. Vi visar med induktion pa antalet
noder att det blaa laget kan garantera en vinst. I var induktion kommer vi tillata att det finns flera
kanter mellan samma par av noder (vi tillater alltsa mer generella fall).

Basfall: Det finns n = 2 noder. Enda séttet som det kan ga att dela in kanterna i tva uppspannande
grupper ar om det finns minst tva olika kanter mellan noderna.

o —— L >

I detta fall vinner givetvis blaa laget: rod véljer forst en av kanterna, varpa bla véljer den andra
(och ser darmed till att man kan resa mellan noderna via en bla kant).

Induktionssteg: Enligt antagandet kan vi dela in kanterna i tva uppspannande grupper, siag grupp
A och grupp B. Det roda laget gor forsta draget. Lat sdga att de fargar en kant i grupp A som gar
mellan nod x och nod y. Grafen som bara innehaller kanterna fran grupp A &r sammanhéngande,
sa om vi tar bort kanten mellan x och y delas den i som mest tva olika komponenter - sidg att X
ar komponenten som innehaller x och Y &r komponenten som innehaller y. Men grafen som endast
innehéller kanterna fran grupp B ar ocksd sammanhangande, och maste alltsa ha en kant som gar
mellan en nod w i X och en nod v 1Y (notera att X och Y tillsammans innehaller alla noder i grafen).

I bilden langst till vinster nedan har det som beskrivits hittills ritats upp. De heldragna kanterna
ar alla kanter fran grupp A. Om riéda kanten xy tas bort delas grafen i tva komponenter X och Y.
Vidare finns det en kant wv i grupp B som gar mellan X och Y (bla och streckad pa bilden).

Alla kanter utom den blaa

Vig fran B
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Lat nu blaa laget vélja kanten wv (fran grupp B), som syns i bilden uppe till hoger (i denna bild ar
alla kanter fran A utom xy utritade, samt kanten wv fran B). Vi kan betrakta nod u och v som en
och samma nod, ta bort kanten mellan dem och lata alla kanter som gar fran nagon av dem till en
tredje nod w nu ga fran noden wv till noden w (detta dr utritat i bilden nere till hoger). Vi far da
en graf med n — 1 noder. Kanterna i grupp A utan xy &r uppspénnande for denna graf eftersom u
var i X och v var i Y. Kanterna i B &ar givetvis ocksa uppspadnnande for denna graf. Med andra ord
kan den blaa laget vinna i denna graf, enligt induktionsantagandet. Men det innebar att bla kan
spela sa att man i ursprungliga grafen via endast blaa kanter kan ta till sig till u eller v fran vilken
nod som helst, och i forsta draget valde blaa laget kanten uv sa da kan man ta sig mellan alla par
av noder via bla kanter. Alltsa vinner bla &ven i den ursprungliga grafen, vilket skulle visas.

Bla laget kan garantera en vinst =—> Kanterna kan delas i tva uppspinnande grupper

Vi ska visa att det gar att dela in kanterna i tva uppspénnande grupper. Lat det roda laget “sno”
det blaa lagets strategi, genom att:

1. I forsta draget vilja en kant (vilken som helst).

2. T alla foljande drag latsas som att den forsta kanten som valdes inte blivit vald &n, och spela
som det blaa laget skulle gjort i motsvarande situation (notera att eftersom de latsas som att
forsta draget aldrig gjordes sa blir det som om de vore det andra laget att gora ett drag).

Det enda som kan hindra dem fran att spela exakt som blaa laget skulle gjort i motsvarande situa-
tion dr om de vill vélja den forsta kanten igen, trots att den redan &ar vald (de latsas ju att den inte
ar vald an). I detta fall kan de vélja en annan kant (vilken som helst), och i framtiden istéllet latsas
som att den kanten &r den som inte blivit vald an.

Eftersom det blaa laget kan vinna (det vill siga garantera att kanterna i dess egen firg &r en up-
pspannande grupp nér alla kanter valts), sa kan det roda laget genom att pa detta vis kopiera det
blaa lagets strategi garantera att de roda kanterna &r en uppspannande grupp efter att alla kanter
har valts. Men bla kan garantera att de blaa kanterna &r en uppspadnnande grupp i samma omgang
av spelet - eftersom detta enligt antagandet ar mojligt oavsett hur rod spelar.

Dérmed har vi visat att det gar att dela in kanterna i tva grupper (en réd och en bla) sa att bada
grupperna ar uppspannande, vilket skulle visas.
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